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RESUMO

Esta pesquisa de mestrado objetiva-se em investigar, por meio da Teoria Antropoldgica do Didatico
(TAD), as praxeologias mobilizadas por estudantes do Ensino Médio durante a construcdo de formulas
de célculo de medidas de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch, em que estamos norteados na seguinte
questdo de pesquisa: Quais as praxeologias mobilizadas por estudantes do Ensino Médio durante a
construgdo de férmulas para o célculo de medidas de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch?
Consideramos que a pesquisa se constitui de uma abordagem qualitativa de cunho interpretativo e, como
aporte teorico da investigacéo, utilizamos a Teoria Antropoldgica do Didético (TAD), a qual permitiu
modelar o conhecimento por meio de OP e como metodologia, empregaremos a Engenharia Didatica,
uma vez gue ela nos auxilia na construcédo e delineamento desta pesquisa. Desse modo, realizamos uma
anélise praxeoldgica de algumas situacdes em que o software GeoGebra pode ser utilizado para conduzir
estudantes do 2° ano do Ensino Médio a construir e explorar o fractal proposto. Buscamos elaborar e
analisar a OrganizagBes Praxeoldgicas, identificando as praxeologias mobilizadas pelos estudantes.
Como resultado, pudemos identificar tais praxeologias durante o desenvolvimento da pesquisa.
Pudemos constatar os fatores que possibilitaram o desenvolvimento da OP em uma sala de aula.
Portanto, a elaboragdo de uma Organizacdo Didética para 0 ensino e aprendizagem de uma Organizagdo
Matematica possibilitou a identificacdo de conhecimentos prévios dos estudantes, como é o caso de
nocOes béasicas de geometria, a pertinéncia da (re)introducdo da Geometria Fractal na Educacdo Basica
e, também, a validade das OrganizagBes Praxeoldgicas construidas para esta pesquisa.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Teoria Antropoldgica do Didatico. Praxeologia Matematica e
Didatica. Geometria Fractal.



ABSTRACT

This master's research aims to investigate, through the Anthropological Theory of Didactics (ADT), the
praxeologies mobilized by high school students during the construction of formulas for calculating
measures of perimeter and area of the Island of Koch Fractal, in which we are guided by the following
research question: What are the praxeologies mobilized by high school students during the construction
of formulas for calculating measures of perimeter and area of the Island of Koch Fractal? We consider
that the research is a qualitative approach of interpretive nature and, as theoretical support of the
investigation, we use the Anthropological Theory of Didactics (ADT), which allowed modeling the
knowledge through OP and as methodology, we use didactic engineering, since it helps us in the
construction and design of this research. Thus, we conducted a praxeological analysis of some situations
in which the GeoGebra software can be used to lead 2nd year high school students to build and explore
the proposed fractal. We tried to elaborate and analyze Praxeological Organizations, identifying the
praxeologies mobilized by the students. As a result, we could identify such praxeologies during the
development of the research. We were able to verify the factors that enabled the development of the PO
in a classroom. Therefore, the development of a Didactic Organization for teaching and learning a
Mathematical Organization enabled the identification of students' previous knowledge, such as basic
notions of geometry, the relevance of the (re)introduction of Fractal Geometry in Basic Education and,
also, the validity of the Praxeological Organizations built for this research.

Keywords: Mathematics education. Anthropological Theory of Didactics. Mathematical
Praxeology and Didactics. Fractal Geometry.
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INTRODUCAO

Qual a razdo de ser educador matematico? Por que a Educacdo Matemética? Entendo
que esses questionamentos ndo sdo triviais para apresentar-se uma resposta, uma vez que a
escolha por essa profissdo estd intrinsecamente ligada aquele que a escolhe, demandando
reflexdes profundas acerca de suas decisoes.

Ao questionar-me! a respeito, compreendo que um educador matematico ndo é
corriqueiro de ser ou algo que esta pronto e acabado, mas sim, que estd em constante evolugédo
e se aprimorando cada vez mais para 0 ensino e aprendizagem da matematica. Desse modo, é
possivel pressupor que um educador matematico é um exotérico, pois este tem que estudar e
aprender infinitamente, e ainda assim, ndo sera detentor de todo o conhecimento
(CHEVALLARD, 2012).

Com isso, um educador matematico deve permanecer estudioso para que possa
aprimorar-se continuamente. Fiorentini e Lorenzato (2012, p. 3) afirmam que um educador
matematico “tende a conceber a matematica como um meio ou um instrumento importante a
formacado intelectual e social de criangas, jovens e adultos, e do professor de matematica do
ensino fundamental e médio e, por isso, tenta promover a educacéo pela matematica”. Ou seja,
quando o educador realiza uma relacéo entre a educagdo e a matematica, ha um processo em
que coloca a matematica a servi¢co da educacéo.

Para tanto, entendo que a minha razdo de ser educador matematico esta estritamente
relacionada com o que foi apresentado, um ser exotérico, em que estou preocupado em realizar
estudos que visem o desenvolvimento de conhecimentos e de praticas pedagogicas para
contribuir para uma formacdo critica e continua, do professor e do estudante. Com isso, 0
motivo de escolher a Educagcdo Matematica advém do entendimento apresentado, pois ela pode
“caracterizar-se como uma praxis gque envolve o dominio do conteudo especifico (a
matematica) e o dominio de ideias e processos pedagogicos relativos [...] do saber matematico
escolar (FIORENTINI; LORENZATO, 2012, p. 4, grifo do autor).

Desse modo, entendemos que as ideias apresentadas anteriormente vao ao encontro da
Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), uma vez que o estudo da matematica esta relacionado

com todas as atividades humanas e instituicdes sociais existentes (CHEVALLARD, 1999).

L A fim de descrever percursos pessoais e profissionais do pesquisador, utilizamos os verbos conjugados na
primeira pessoa do singular. Posteriormente a essa descri¢do, passamos a utilizar a primeira pessoa do plural
considerando o pesquisador e sua orientadora como autores do presente trabalho.
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Partindo dessa compreensdo, Chevallard (1999) designa que ha organizagdes (ou
praxeologias) que sdo relacionadas a um estudo matematico, sendo destacadas por dois tipos:
Matematica e Didatica. A Organizacdo Matematica refere-se a realidade matematica que pode
ser construida numa disciplina de matemaética a respeito de um conteudo especifico. No que se
refere a Organizacdo Didética, ela se associa & maneira como pode ser estudada a construgdo
desta realidade matematica, ou seja, a forma como se pode realizar o estudo desse conteudo
especifico.

A vista disso, a nogdo de praxeologia apresentada pela teoria envolve dois termos
gregos: praxis, que significa “praticar” e 10gos, que significa “razdo”, “discurso
fundamentado”, de maneira que nos permite realizar analises desde uma situacéo de perspectiva
teodrica do saber com a sua perspectiva pratica (saber-fazer).

Em razdo do exposto, entendemos que a TAD é uma teoria relevante para 0s processos
de ensino e aprendizagem, a qual adotaremos como embasamento tedrico-metodoldgico dessa
pesquisa, uma vez que possibilita a realizacdo de outras pesquisas no ambito de um estudo de
Organizagdes Praxeologicas. Nesse sentido, “quando se trata de um objeto relativo as praticas
de ensino, deve-se em primeiro lugar observar os objetos, depois descrevé-lo, analisa-lo e
avalia-lo, para finalmente, desenvolver atividades que tém o objetivo de ensino e a
aprendizagem desse objeto” (CHEVALLARD, 2002, apud ALMOULOUD, 2007, p. 123).

Além do mais, com o desejo de abordar um objeto geométrico nao euclidiano, que
possibilite a aprendizagem de diversos assuntos matematicos, a fim de consolidar a sua
exploracdo. E, motivados pelo artigo de Silva e Almouloud (2013), que apresentam um estudo
de uma Organizacdo Didatica para a construcdo de férmulas para a medida de volumes de
solidos. Assim, propomos um estudo acerca da Geometria Fractal com especificidades no
objeto matematico Fractal llha de Koch.

Uma vez que estamos nos amparando nos documentos oficiais Diretrizes Curriculares
do Estado do Parana — DCE (PARANA, 2008), Base Nacional Comum Curricular — BNCC
(BRASIL, 2018), o Referencial Curricular do Parand — RCP (PARANA, 2018) e o
complemento deste documento, o Curriculo da Rede Estadual do Parand — CREP (PARANA,
2021), compreendemos que o estudo da Geometria Fractal, com base nos documentos oficiais,
se torna um aliado para o ensino da Matematica por meio de sua inser¢do na Educacdo Basica.

Esses documentos dispdem que devem ser apresentadas, na Educacdo Basica, no¢les
basicas da Geometria Ndo Euclidiana. As DCE descrevem que, no Ensino Médio, devem ser
aprofundados “os estudos das no¢des de geometrias ndo-euclidianas ao abordar a geometria dos

fractais, geometria projetiva, geometria hiperbolica e eliptica”, recomendando a exploragdo do
16



Floco de Neve de Koch e a Curva de Koch, como parte dos direcionamentos a respeito da
Geometria Fractal (PARANA, 2008, p. 57).

O Referencial Curricular do Parana (PARANA, 2018) é um documento que regionaliza
0s objetivos de aprendizagem apresentados pela BNCC, como forma de dar maior clareza ao
RCP, organiza-se um documento complementar, o Curriculo da Rede Estadual do Parana
(PARANA, 2021) com o intuito de dar suporte para o ensino do estado. Dessarte, ambos
apresentam que no 9° ano do Ensino Fundamental, os estudantes devem “Identificar formas
fractais e as caracteristicas de autossimilaridade e complexidade infinita” (PARANA, 2018,
2021)2.

No que concerne a BNCC do Ensino Médio, as competéncias especificas de
Matematica, de acordo com a organizacdo curricular, apresentam uma habilidade identificada
neste documento por EM13MAT105%, que objetiva “Utilizar as nog¢des de transformagdes
isométricas [...] e transformagdes homotéticas para construir figuras e analisar elementos da
natureza e diferentes produgbes humanas (fractais, construgbes civis, obras de arte, entre
outras)” (BRASIL, 2018, p. 545).

Partindo dessa afirmacéo, observamos que os fractais sdo mencionados de modo breve
e sucinto. Entretanto, essa maneira sintética de apresentar os fractais reafirma a necessidade de
novos estudos com os fractais, em especial, nas aulas de Matematica, pois, conforme
observamos nos documentos curriculares supracitados, os fractais apresentam poucas
indicagOes para serem implementados em sala de aula.

Deste modo, propomos nesse texto de dissertacdo, promover “representatividade” aos
fractais, isto é, mostrar que existe uma diversidade de estudos que podem ser promovidos por
meio dos fractais. Para além, estabelecer um “lugar ao sol” para os fractais no que diz respeito
ao estudo na Educacdo Basica. Assim, com essa pesquisa, podemos analisar que com a
Geometria Fractal, podem ser trabalhados e explorados diversos conteldos matematicos por
meio de um Fractal.

Ao nos depararmos com o curriculo proposto para a educacéo, refletimos que o ensino

da Geometria Nao Euclidiana na Educacdo Basica enfrenta dificuldades para serem inseridas

2 No caso do CREP, existe um cddigo, assim como na BNCC, para identificar os objetivos de aprendizagem. Nesse
caso, temos o seguinte codigo: PR.EFOOMA17.d.9.64.

3 As duas primeiras letras indicam a etapa do Ensino Médio. O primeiro par de algarismos (13) indica que as
habilidades descritas podem ser desenvolvidas em qualquer série do Ensino Médio. Depois, MAT significa a
componente curricular de Matematica e suas Tecnologias. E os algarismos finais, 105, indicam a competéncia
especifica a qual se relaciona a habilidade e a sua numeracdo no conjunto de habilidades relativas a cada
competéncia.
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nessa etapa de formacdo dos estudantes. Pesquisas realizadas ao longo do tempo vém
constatando essas afirmacdes, como podemos verificar nas em Pavanello (1993), Perez (1991),
Lorenzato (1993, 1995), Fiorentini, Miguel e Miorim (1993), Gazire (2000), Passos (2000),
Nacarato e Passos (2003), Vasconcellos (2008), Santos (2009) e Vejan e Franco (2009).

De acordo com Vejan e Franco (2009),

Percebe-se que as nocgBes de geometrias ndo-euclidianas tém sido
negligenciadas nas aulas de matematica pela maioria dos professores, tanto no
ensino fundamental como no ensino médio, ndo pelo descaso do professor,
mas sim pelo fato dos mesmos néo terem tido contato com essas geometrias
em sua formacgéo, considerando que a maioria dos cursos de Licenciatura em
Matematica, ndo contempla este contelldo em suas estruturas curriculares
(VEJAN; FRANCO, 2009, p. 2-3).

Santos (2009) segue o mesmo entendimento, evidenciando a dificuldade de se abordar
as Geometrias Nao Euclidianas, pois “o problema com o ensino das Geometrias nao-euclidianas
envolve um problema mais amplo, j& que os professores estdo se formando, sem ao menos ter
disciplinas voltadas a geometria no seu curso” (SANTOS, p. 121).

A respeito dessa tematica, Clemente et. al. (2015) realizaram andlises de 3 periodicos
que tem relacdo com a area de Educacdo Matematica, sendo eles: Bolema, Gepem e Zetetike, e
constataram que, a partir do ano de 2010, houve um aumento considerado de trabalhos
publicados na area de ensino de matematica Entretanto, ainda existem lacunas acerca de
conhecimentos iniciais de geometrias, como é o caso da nocdo de reta, ponto, figura, dentre
outras, a serem preenchidas e problematicas a serem investigadas e discutidas. Deste modo,
verifica-se que ha ainda uma defasagem no que diz respeito ao ensino de Geometria.

Respaldando-nos em tais situacdes, a decisdo pela abordagem da Geometria dos Fractais
foi baseada em trés caracteristicas que Krause (1986) justifica como (1) ser muito préxima a
geometria euclidiana em sua estrutura axiomatica, (2) ter aplicacdes significativas, e (3) ser
compreensivel a qualquer um que tenha conhecimentos bésicos em geometria euclidiana”
(KRAUSE, 1986, apud RIBEIRO, 2012, p. 31).

Nesse sentido, entendemos que a Geometria dos Fractais traz contribuigdes
significativas para o ensino da Matematica. Sallum (2005) acrescenta que essa Geometria é
importante também para tratar outros conceitos matematicos:

A introducdo de fractais no Ensino Médio, além de satisfazer a curiosidade de
guantos ja ouviram falar neles, propicia a oportunidade de trabalhar com
processos iterativos, escrever formulas gerais, criar algoritmos, calcular areas
e perimetros de figuras com complexidade crescente, introduzir uma idéia
intuitiva do conceito de limite e é um excelente topico para aplicacdo de
progressdes geométricas e estimulo ao uso de tabelas (SALLUM, 2005, p. 1).
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Assim, nos amparando nos documentos oficiais e nas pesquisas mencionadas,
compreendemos que a utilizacdo da Geometria dos Fractais se torna uma aliada relevante para
0 ensino da Matematica e sua insercdo na Educacdo Basica, pois apresentard uma nova
perspectiva do ensino de Matematica em sala de aula.

Por consequéncia, a nossa pesquisa, propde gque o software GeoGebra seja 0 ambiente
de estudo dos Fractais, podendo favorecer as representacdes do objeto de estudo no contexto
das Geometrias Nao Euclidianas, além da possibilidade de construcdes, exploracdes e
conjecturas.

Como forma de direcionar e subsidiar teoricamente a exploragdo do Fractal Ilha de
Koch, abordaremos aspectos relacionados a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD). Com
essa teoria, procuramos realizar um estudo de OrganizacGes Praxeoldgicas que dizem respeito
a Organizacdes Matematicas e OrganizacOes Didaticas, em que realizaremos a construcao de
férmulas de medidas de &rea e perimetro do Fractal llha de Koch, com alunos do Ensino Médio.

Nesse sentido, com tais apontamentos e contextualizagdes, realizamos uma construcao
de Organizaces Praxeoldgicas compostas por uma Organizacao Didatica e, consequentemente,
uma Organizacdo Matematica, a compreensao de formulas para a medida de perimetro e area
do Fractal Ilha de Koch sob a perspectiva da TAD. Tais formulas emergiram das técnicas
mobilizadas pelos alunos durante a construgédo e a exploracdo do Fractal proposto. Buscamos
responder o seguinte problema de pesquisa: Quais as praxeologias mobilizadas por estudantes
do Ensino Médio durante a construcdo de formulas para o calculo de medidas de perimetro e
area do Fractal Ilha de Koch?

Para mobilizar uma resposta a esse questionamento, elencamos como objetivo geral:
investigar, por meio da Teoria Antropologica do Didatico, as praxeologias mobilizadas por
estudantes do Ensino Médio durante a construcdo de férmulas para o calculo de medidas de
perimetro e area do Fractal Ilha de Koch. Para alcancar tal objetivo, elencamos que o objetivo
especifico consiste em realizarmos uma analise das situacdes que irdo compor a Organizacao
Matematica e Didatica da exploracdo do Fractal Ilha de Koch por alunos do 2° ano do Ensino
Meédio.

Sob essa descrigdo, explicaremos como cada capitulo esta disposto nesta pesquisa. A
dissertacdo foi construida sob 3 capitulos, além da Introducdo e das ConsideracGes Finais. A
introducdo compreende um recorte do que a pesquisa aborda como um todo, e apresenta
consideragdes do pesquisador a respeito dos motivos pelos quais optou-se por abordar essa

pesquisa.
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No Capitulo 1, apresentamos o desenvolvimento tedrico que abordamos na pesquisa.
Tal capitulo é composto pela Geometria Fractal, em que nos baseamos para desenvolver um
estudo acerca do objeto matematico Fractal I1ha de Koch, e também um estado do conhecimento
da Geometria Fractal. Como aporte tedrico, trazemos a Teoria Antropoldgica do Didatico para
elucidar conceitualmente a pesquisa, e justificamos o motivo pelo qual utilizaremos um
software para auxiliar nessa pesquisa. Por fim, apresentamos um compilado da nossa
compreensdo a respeito da pesquisa e do que se pretende ser pesquisado.

O Capitulo 2 é composto pelos procedimentos metodoldgicos utilizados para
desenvolver a pesquisa, 0 qual também est& dividido em subse¢es, que apresentaram: 0 meio
de coleta de dados, as caracteristicas da pesquisa, 0 contexto e os critérios para a analise de
dados.

No que concerne ao Capitulo 3, este consiste na analise dos dados, ou seja, para esse
capitulo, trazemos uma discussdo acerca do aporte tedrico com a analise dos dados. Assim,
apresentaremos a analise a priori e a posteriori das Organizacfes Matematicas.

E, por fim, tem-se as Consideracdes Finais, em que apresentamos um fechamento para
a pesquisa, mostrando as conclusdes que foram possiveis de obter, respondendo a questdo
norteadora. Além do mais, apontamos dificuldades e implicagdes nas quais a pesquisa obteve
durante o percurso de estudo, de modo a propor potencialidades de pesquisas que podem ser
estudadas acerca dessa tematica, dando continuidade nesse estudo, em pesquisas futuras.

Desse modo, explicaremos, nos capitulos que compdem este texto, a maneira como

pautamos o desenho tedrico-metodoldgico adotado para o desenvolvimento dessa pesquisa.
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CAPITULO 1 DESENVOLVIMENTO TEORICO

Neste capitulo, apresentaremos as principais caracteristicas dos aportes tedricos
utilizados nessa pesquisa. Mostraremos o estudo realizado acerca da Geometria Fractal, a fim
de abordarmos um estado do conhecimento que se refere ao ensino da Geometria Fractal na
Matematica. Este estado do conhecimento se configurou a partir de artigos, dissertacdes, teses
e livros que abordam o tema. Ainda, nesta parte, apresentaremos 0 objeto matematico em
estudo, o Fractal Ilha de Koch.

Com isso, seguimos as justificativas para a utilizacdo do referencial tedrico, sendo eles,
a Teoria Antropoldgica do Didatico. Além disso, como pretendemos utilizar um software para
cunho educacional, discutiremos o uso das Tecnologias na Educacdo Matematica. Ao final
deste capitulo, apontaremos a pesquisa a ser desenvolvida, ou seja, de que maneira iremos

articular tais referenciais tedricos nesta investigacao.

1.1 Geometria Fractal

A geometria, de um modo geral, é considerada e descrita como algo formal e regular.
Partindo desse fato, tem-se 0 questionamento: por qual motivo isso ocorre? Um dos motivos
para que a geometria seja apresentada dessa maneira, é pela dificuldade em descrever
fendmenos naturais, tais como a forma das nuvens, das montanhas, das arvores, das folhas,
dentre outras formas que encontramos na natureza. As nuvens nédo séo esferas, montanhas nao
sdo cones, os litorais ndo sdo circulos, e assim, essas e outras comparacdes sdo feitas. Por isso,
observamos certa dificuldade em se fazer descrigdes de objetos irregulares (MANDELBROT,
1998).

Conhecido como o pai da Geometria Fractal, Benoit Mandelbrot englobou diversos
estudos anteriores aos dele a respeito dessas formas da natureza, em um Unico bloco
matematico, justificando e provando a criagdo de tal geometria, corroborando com o que ja
afirmamos no texto. No entanto, esses outros estudos que precederam Mandelbrot, ja
apontavam para figuras fragmentadas, rugosas e provenientes da natureza.

Janos (2008, p. 1) afirma que “[...] antes dele [Benoit Mandelbrot] outros matematicos
criaram figuras estranhas que desafiavam o enquadramento das definigbes convencionais da
geometria euclidiana e, por isso, foram chamados de ‘monstros matematicos”. Podemos citar
alguns desses matematicos que precederam Benoit, como por exemplo, Georg Cantor (1845-

1918), matematico de nacionalidade alema, que nos apresentou o Conjunto de Cantor; Giusepe
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Peano (1858-1932), italiano, que nos apresentou seus estudos a respeito da Curva de Peano;
Wasclaw Sierpinski (1882-1969) um matematico polonés, que nos introduziu o Triangulo de
Sierpinski; dentre outros matematicos que nao citamos no momento.

Nesse sentido, Mandelbrot (1977) esclarece que muitos desses padrdes existem na
natureza e sdo tao irregulares e fragmentados, que se tornam algo diferente e tomam um alto
nivel de complexidade em comparacdo a Geometria Euclidiana. Essas formas téo irregulares,
possiveis de serem encontradas na natureza nos instigam a estuda-las, uma vez que, quando
Euclides sistematizou a geometria, ele deixou os formatos que envolviam a natureza “sem
forma”, pois considerava-se que estes ndo poderiam ser descritos.

Com essas indagac@es, Benoit Mandelbrot, um matematico polonés, desenvolveu uma
nova geometria - a geometria da natureza - em que teve suas primeiras pesquisas objetivadas
na compreensao das formas que a natureza apresentava em seus objetos naturais, pois formas
como essas sao caracterizadas como irregulares e complexas que somente a natureza, até ento,
poderia apresenta-las.

Com isso, a geometria da natureza, agora conhecida como Geometria Fractal, foi
introduzida pelo seu precursor Benoit Mandelbrot a partir dos seus estudos, por volta das
décadas de 1950 a 1960, apresentando seus resultados no livro The Fractal Geometry of Nature,
publicado em 1982. A utilizagdo do termo “Fractal” veio como necessidade de encontrar um
nome que pudesse representar e descrever essa nova geometria que estava sendo criada. Assim,
segundo Barbosa (2005), essa denominacdo segue do latim, do adjetivo fractus e do verbo
frangere, que significa quebrar; algo que pode ser fragmentado de forma irregular. E assim foi
inserido o termo Fractal para essa nova geometria.

Em vista disso, a Geometria Fractal “¢ o estudo de diversos objectos, tanto matematicos
como naturais, que ndo sdo regulares, mas rugosos, porosos, ou fragmentados, sendo-0 no
mesmo grau em todas as escalas” (MANDELBROT, 1998, p. 207). Essa nova maneira de
conceber a geometria da natureza foi estudada em diversas areas do conhecimento em que se
descreveu diversas formas irregulares e fragmentadas, encontrando padrdes acerca dos aspectos
naturais. Além do mais, a Geometria Fractal € constituida por trés caracteristicas principais, que
sdo: “[...] a auto-semelhanga, a complexidade infinita ¢ a sua dimensdo” (ASSIS et al., 2008, p.
2304-2).

De acordo com esses autores, essas propriedades podem ser compreendidas de maneira
que a auto-semelhanca é possivel ser entendida como uma porcao de um Fractal que pode ser
visualizada como uma réplica do Fractal todo, porém, em uma escala menor. No que se refere

a complexidade infinita, € compreendida pelo fato de sua geracdo de imagens ocorrer por um
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namero infinito de iterag@es. E, por fim, a dimensdo Fractal, representa o grau de ocupagdo em
que esse Fractal tem no espaco, ou seja, estd relacionado com o seu grau de irregularidade.
(ASSIS et al., 2008).

A exemplo disso, temos uma estrutura de um Fractal, Figura 1, que é construida
iterativamente, e que retrata a caracteristica autossemelhanga, descrita anteriormente. Nela,
podemos observar que uma porcdo do Fractal se repete, no entanto, em escala menor, e podemos
realizar esse processo sucessivamente, de maneira que quando realizamos infinitas iteragdes,

verificamos a complexidade infinita da estrutura desse Fractal.

Figura 1: Exemplo de estrutura Fractal na Curva de Koch

Fonte: Os Autores, 2021.

Com isso, essas caracteristicas podem ser observadas nos fractais, como, por exemplo,
no Triangulo de Sierpinski, no Conjunto de Cantor, na Curva de Peano, na Curva de Hilbert,
na Curva de Koch, no Conjunto de Mandelbrot, dentre diversos outros fractais. Fractais esses
que, quando explorados, apresentam uma riqueza de propriedades matematicas, pois “A
Geometria Fractal é uma linguagem matematica que descreve, analisa e modela as formas
encontradas na natureza” (JANOS, 2008, p. X) e podem ser utilizadas em diversas outras areas

do conhecimento. Barbosa (2005) cita que:

Nessas quatro ou cinco décadas vimos o nascimento e o subsequente
desenvolvimento de uma nova ciéncia, denominada CAQOS. Bi6logos, fisicos,
economistas, astrbnomos, meteorologistas, ecologistas, fisiologistas e
cientistas de varias outras especialidades se depararam com questdes oriundas
da natureza, procurando dar enfogue mais adequados a sua complexidade
(BARBOSA, 2005, p.10).

A Geometria Fractal por vezes estd associada a arte, pois as suas caracteristicas
propiciam a simetria, considerando como sendo o belo e 0 senso estético. Barnsley (2000) nos
exemplifica como a Geometria Fractal pode ser considerada diferenciada e bela.

A geometria Fractal fara com que vocé veja as coisas diferente. E perigoso ler
mais. VVocé arrisca perder a visao infantil de nuvens, florestas, flores, galaxias,
folhas, penas, rochas, montanhas, torrentes de agua, tapetes, tijolos e muito
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mais. Nunca mais vocé interpretard estes objetos da mesma forma
(BARNSLEY, 2000, apud JANOS, 2008. p. IX).

Para tanto, € proposto que se utilize a Geometria Fractal como forma de motivagédo para
0 ensino da Matematica. Com isso, Barbosa (2005) apresenta que diversos autores corroboram
com os educadores no sentido de utilizar-se do belo que o Fractal propicia para o ensino das
particularidades da Matematica. Para a Geometria Fractal,

[...] faz-se necessario ao educador conseguir captar o educando com o
transparecer de sua propria vibracdo e talvez evidenciando o éxtase na
contemplacdo da beleza de seus visuais, conduzindo-o ao prazer pela
informacdo e conhecimentos culturais da vasta variedade de fractais”
(BARBOSA, 2005, p.14).

Pois, “o despertar e desenvolver o senso estético pode muito bem ser cuidado e
aproveitado com o tema fractais, quer apreciando o belo irradiante, quer observando a
regularidade harmoniosa nas suas proprias irregularidades” (BARBOSA, 2005, p. 14).

Seguindo esses preceitos, abordaremos a Geometria Fractal tendo o tema matematica
em foco, especificando-nos a respeito do Fractal Ilha de Koch, para que possamos realizar um
estudo pautado em teorias provenientes da Didatica da Matematica.

Na proxima secao, apresentaremos um estudo matematico que trata especificamente a

respeito do fractal Ilha de Koch, com o intuito de subsidiar a nossa investigacao.

1.1.1 A llha de Koch

O matematico polonés Helge VVon Koch (1870-1924) ja realizava estudos acerca dessas
curvas irregulares, uma vez que apresentou estudos sobre a Curva de Koch e, agora, apds os
estudos de Mandelbrot, esse objeto matematico é entendido como o Fractal Curva de Koch.
Nesse sentido, ao introduzi-lo, pretendemaos discutir esse Fractal e sua variante, devido ao fato
de esse ser 0 nosso objeto de estudo.

Concernente a isso, 0s estudos a respeito da Curva de Koch foram apresentados em um
artigo chamado Une méthode géométrique élémentaire pour I'étude de certaines questions de
la théorie des courbes planes®, de autoria do matematico polonés Helge Von Koch, apresentado
em meados de 1906 (BARBOSA, 2005). Podemos compreender que o Fractal Curva de Koch
é construido inicialmente com um segmento de reta qualquer que em um segundo passo é

dividido em trés partes iguais e, assim, construimos um tridngulo equilatero na terca parte do

4 O artigo pode ser encontrado em Acta Mathematics, vol 30 de 1906, p. 145-174. Disponivel em:
https://projecteuclid.org/download/pdf 1/euclid.acta/1485887154. Acesso em: 20 de marco de 2021.
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segmento original, suprimindo o segmento da base. Realizando-se esse procedimento,
sucessivamente, encontramos as outras etapas desse Fractal, como podemos ver algumas etapas

na Figura 2.

Figura 2: Etapas da Curva de Koch

ETAPAOD

/' \\ ETAPA ]

ETAPAZ

Fonte: Os autores, 2021.

Como consequéncia dos estudos da Curva de Koch, surge uma variagao deste fractal,
sendo este o Fractal Ilha de Koch conhecido também como o Floco de Neve de Koch, pela sua

semelhanca com o floco de neve. Para observarmos essa semelhanca, trazemos a Figura 3:

Figura 3: Floco de Neve de Koch

Fonte: Adaptado de Barbosa (2005).

Dessa forma, o processo de construcdo da Ilha de Koch se assemelha com a construcéo
da Curva de Koch, visto que a primeira é derivada da segunda. Portanto, a construcdo do Fractal
Ilha de Koch se inicia com um triangulo equilatero, sendo que em cada um de seus lados é
realizada a Curva de Koch. Realizando as iteracdes, é possivel ver as diversas etapas do Fractal
Ilha de Koch, como mostra a Figura 4.
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Figura 4: Etapas do Fractal llha de Koch

A

FEtapa 0 Ftapa 1 Etapa 2 FEtapa 3 FEtapa 4 Etapa 5

Fonte: Os autores, 2021.

Pertinente a isso, ressaltamos que esse Fractal apresenta as suas principais
caracteristicas, sendo elas, a autossimilaridade, complexidade infinita e dimenséao Fractal.

Na Ilha de Koch, identificamos a autossimilaridade, uma vez que cada parte do Fractal
se assemelha ao todo, conforme visto na Figura 1. Seguindo as etapas de construcao do Fractal
infinitamente, alcancamos a compreensdo de sua complexidade infinita. Também podemos
pensar a respeito da sua dimensdo, uma vez que ela pode ser calculada a partir das propriedades
de logaritmos, determinando as dimensdes dos fractais por meio da seguinte formula, Equacéo

1.1:

d

n=m Equagéo 1.1

Em que n indica o nimero de pecas, m indica o fator de aumento e d se refere a
dimensdo. Logo, se observarmos a iteracdo do Fractal Ilha de Koch, na Etapa 1, teremos o
seguinte, apresentado na Figura 5:

Figura 5: Etapa O e Etapa 1 da llha de Koch

/\
[\

Etapa 1
Fonte: Autores, 2021.

Neste caso, observamos que teremos n = 4 e m = 3. Portanto,
4 = 3d

log 4 = log 3¢
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log 4
d=—5
log 3

=d =126 Equacdo 1.2

Tendo em vista que pretendemos explorar 0s aspectos de area e perimetro do Fractal
Ilha de Koch, entendemos ser necessario abordar estes conceitos sob a Gtica do célculo de
limites para que compreendamos o saber matematico envolvido nessas operacdes.

Contudo, para além do calculo de medidas do perimetro e da area, é necessario realizar
o calculo da quantidade de segmentos e a quantidade de triangulos, que sdo obtidos em cada
etapa de construcdo do Fractal Ilha de Koch. Portanto, a seguir, apresentaremos os calculos
necessarios para provar tais afirmacGes e, consequentemente, determinar as medidas e
quantidades de cada proposicéo.

A principio, apresentaremos os célculos da quantidade total de segmentos em cada
etapa. Importante observar que, para a construcao da Ilha de Koch, iniciamos a Etapa 0 com
um tridngulo equilatero, conforme a Figura 6, que possui trés lados. Logo, na Etapa 0 temos um

total de 3 segmentos.

Figura 6: Etapa 0 do Fractal Ilha de Koch

Fonte: Os autores, 2021.

Na Etapa 1 desse Fractal, observa-se que a quantidade total de segmentos aumenta para
12, ou seja, ja podemos notar que a quantidade total de segmentos da Etapa 1 € quatro vezes
maior que a quantidade total de segmentos da Etapa 2. A Figura 7 nos mostra, geometricamente,

como esta representada essa quantidade.

Figura 7: Etapa 1 do Fractal llha de Koch

Fonte: Os autores, 2021.

Se continuarmos o processo de iteragdo, percorrendo outras etapas, observaremos que

cada iteracdo tem a quantidade total de segmentos dada por uma progressdo geométrica de razdo
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4 e, assim, a recorréncia formada pela quantidade de segmentos é dada por S(n) = 3 - 4™, em
que n é 0 numero referente a etapa que se encontra o Fractal. Logo, podemos observar que a
quantidade de segmentos da llha de Koch tende ao infinito, uma vez que seu limite fica da

seguinte forma:

%l_t}tolo S(n) = « Equacéo 1.3
Como S(n) = 3 - 4™, teremos
lim S(n) = lim3:4" = o Equagcdo 1.4
n—-oo n—-oo

No que se refere ao perimetro, podemos observar que da Figura 6 para a Figura 7 o
comprimento de cada segmento da figura formada na etapa é trés vezes menor que O
comprimento de cada segmento da figura anterior. Assim, denotaremos como sendo ¢ € N* 0
comprimento de cada segmento do triangulo equilatero inicial, correspondente a Etapa 0.

Portanto, para a Etapa 0, temos um perimetro equivalente a 3c e, para a Etapa 1, o comprimento

1

. 1 . ~ . . ,
de cada segmento serd 3c =3¢ Ao fazermos outras iteracdes, € possivel observar que ha

uma recorréncia, ou seja, 0 comprimento de cada segmento é dado por

n

(%) c;c € N* Equacdo 1.5

Em que n corresponde a etapa do Fractal. Desse modo, aplicando o limite com n — oo,
temos que o comprimento de cada segmento tende a zero, conforme apresentado na Equacao
14.

n

lim (1) c=0 Equacéo 1.6
n—-oo 3
Para o calculo da medida do perimetro B,, realizar-se o produto da quantidade pelo

comprimento de cada segmento, ou seja,

n

1\" 4 x
P, =3-4" (—) c=3 (—) c Equagéo 1.7
3 3
Podemos observar que o perimetro da Ilha de Koch tende ao infinito, pois, quando
aplicamos o limite com n, tendendo ao infinito, temos que

n

4 ~

lim P, = lim 3 (—) c=o0 ;c €N" Equacéo 1.8
n-oo n-o \3

No entanto, apesar de mostrarmos que o perimetro do Fractal Ilha de Koch tende ao

infinito, conforme Equacédo 1.6, veremos que a area desse mesmo Fractal é limitada. Esse fato
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é comprovado primeiramente pelo calculo da quantidade de triangulos equilateros obtidos em
cada etapa da construcéo do Fractal.

Desse modo, ao observar a Figura 9, temos na Etapa 0, correspondente a um triangulo
equilatero. Apos isso, ao realizarmos a iteragdo para a Etapa 1, observamos que foram gerados
mais trés triangulos, ou seja, na Etapa 1, temos um total de quatro tridngulos. Para a Etapa 3,
representada na Figura 4, temos que sdo gerados mais 12 triangulos, com isso, temos na Etapa
3 um total de 16 triangulos. Portanto, a recorréncia do total de tridngulos em cada etapa € de
4™ onde n corresponde a etapa em que se refere o calculo da quantidade de triangulos.

Aplicando limite, temos

lim 4" = oo Equagéo 1.9

n—00

Portanto, pela Equagdo 3.7, temos que a quantidade de tridngulos do Fractal llha de
Koch tende ao infinito.

Assim, faremos o célculo da &rea do Fractal Ilha de Koch. Para isso, continuaremos
considerando cada lado do tridngulo equilatero inicial como sendo c. Sem perda de

generalidade, utilizamos como A, a area do tridngulo da Etapa 0. Na Etapa 1 podemos observar
. n A , . 1 . ... . . .

que os triangulos gerados tém area igual a 5 da area inicial (A,). Isso ocorre, pois, no interior

do triangulo inicial é obtido um total de 9 triangulos equilateros menores, gerando uma area

. 1 , ... A “A ~
igual a 5 da area inicial. Como foram gerados trés triangulos nessa etapa, temos, entdo, que a

s A 1
area dos tridngulos gerados corresponde a 3 - 5 A,.

Sendo assim, a area do Fractal na Etapa 1 é

1 1 5
A1=A0+3-§-A0=A0+§-A0 Equagcéo 1.10

Observa-se que ha uma recorréncia, ou seja, para a Etapa 2, temos que

1 1\° 1 1 4
A2:A0+§A0+34(§) A0:A0+_'A0+_

.—A Equacéo 1.11
3 3 9°°

Se continuarmos, para a Etapa 3 teremos:

2

A=A +ia 412, +1.<f) A Equagdo 1.12
3 0t3 7073 970" 3 19/ 70

E a Etapa n ficara da seguinte forma:
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1 1 4 1 [4\? 1

4 n-—1 ?
() A

Assim, a cada uma das iteracdes, a area total de cada figura formada é dada pela soma

Equagéo 1.13

da &rea inicial (Ay) com o produto da terca parte da area inicial, pela soma S,, de uma progressao
Ly - . . ~ 4 . . .
geomeétrica de primeirotermo a, = 1 erazdoq = 5 ouseja, [q| < 1.Comisso, podemos dizer

que a area do Fractal Ilha Koch pode ser dada por

A .
A, =4, + ?OSn Equagcéo 1.14
Valendo-nos que
lims. = li a,;(q" — 1)
noeon T 0o qg-1 Equagéo 1.15

onde g corresponde a razdo da soma da progressdo geométrica. Assim, utilizando a Equacao

6)-1)_ s

: . 9
%%Sn—%ggo 9 _1___§
9

3.13, temos que

O |

Equacgdo 1.16

Desse modo, considerando a area da Ilha de Koch como sendo A, temos que

. . AO AO 9 8
A= lima, = lim [AO +?5n] = Ao+ (—) (_) =<4,

n—oo 3 5 Equacéo 1.17

Portanto, observamos que a medida da area do Fractal Ilha de Koch é EAO, ou seja, % da

area do triangulo inicial. E, como conclusdo, verificamos que, embora o perimetro da llha de
Koch seja infinito, a sua area € limitada e bem definida.

Apreciando os apontamentos anteriores, surgiram indagacdes acerca do ensino da
Matemaética, especificamente o ensino da Geometria Fractal. Com isso, objetivamos explorar
essa tematica juntamente com um aporte de teorias desenvolvidas no &mbito da Didéatica da
Matematica que nos subsidiardo em sua exploracgéo, e as Tecnologias educacionais, auxiliando
na implementacéo, a qual iremos expor nas proximas secoes.

Concernente a isso, para tomarmos conhecimento a respeito das producgdes cientificas
gue abarcam o ensino da Geometria Fractal, realizamos um estado do conhecimento de artigos

de periodicos, dissertacdes e teses do tema proposto, 0 qual apresentaremos a seguir.
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1.1.2 Estado do conhecimento no ensino da Geometria Fractal

Para compor os dados desta subsecdo, foi realizado um estado do conhecimento para
delinear as producdes cientificas que dizem respeito ao ensino da Geometria Fractal, no ensino
de Matemaética no Brasil. Para tanto, as buscas desses trabalhos foram realizadas em diretdrios
digitais, para que possamos percorrer pelo maior nimero de pesquisas cientificas.

A escolha por realizar o estado do conhecimento se caracteriza pelo interesse de
verificar quais os caminhos e possibilidades que esse conhecimento tem percorrido no campo
cientifico, em especifico, no campo do ensino de Matematica. Corroborando com Romanowski
(2006, p. 38-39), o qual diz que “O interesse por pesquisas que abordam ‘estado da arte’ deriva
da abrangéncia desses estudos para apontar caminhos que vém sendo tomados e aspectos que
sdo abordados em detrimentos dos outros”.

Deste modo, entendemos como estado da arte ou, conforme iremos adotar em nossa
escrita, estado do conhecimento, como sendo “um mapa que nos permite continuar caminhando;
um estado da arte é também uma possibilidade de perceber discursos que em um primeiro
exame se apresentam como descontinuos ou contraditorios. Em um estado da arte estéa presente
a possibilidade de contribuir com a teoria e a pratica [...]” (MESSINA, 1999, p. 1, traducéo
nossa)°.

Nesse sentido, subdividimos esta subsecdo em dois momentos. O primeiro deles esta
relacionado ao estado do conhecimento com base em revistas cientificas; e o segundo, refere-
se ao estado do conhecimento baseado em dissertacdes e teses, pois, abordando esses dois tipos
de producgdes, podemos entender 0 mapa do conhecimento em questéo. Para tanto, delimitamos
os dados que irdo compor o estado do conhecimento em revistas cientificas, em que foram
necessarias 3 etapas de delineamento para que pudéssemos selecionar os artigos que se
adegquam ao nosso objetivo.

Nesse sentido, para o primeiro momento, a fim de podermos identificar esses textos, foi
realizada uma busca de periodicos cientificos, para abarcar o maior nimero de producgdes
cientificas disponibilizadas online. Nessa etapa, fizemos a busca na Plataforma Sucupira®, para
que possamos identificar tais periddicos, utilizando os seguintes critérios: i) Evento de

classificacdo: classificacdo do quadriénio 2013-2016, a escolha por este periodo se deu pelo

5 Un estado del arte es un mapa que nos permite continuar caminando; un estado del arte es también una posibilidad
de hilvanar discursos que en una primera mirada se presentan como discontinuos o contradictorios. En un estado
del arte esta presente la posibilidad de contribuir a la teoria y a la practica [...].
¢ Plataforma desenvolvida para apresentam todos os periddicos cientificos inscritos. Disponivel em:
https://sucupira.capes.gov.br/sucupira/public/consultas/coleta/veiculoPublicacaoQualis/listaConsultaGeral Perio
dicos.jsf
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fato de o quadriénio 2017-2020 ndo estar disponivel na plataforma; ii) Area de avaliacio:
ensino; e, iii) Titulo”: educagéo.

Com esse filtro, foram encontrados 221 periodicos cientificos que continham esses
critérios. Encaminhamos para o segundo momento da busca, nos periodicos delimitados os
quais continham afinidade com o nosso objetivo. Para isso, utilizamos os descritores “Fractal”
ou “fractais” nas barras de buscas dos periddicos e, assim, encontramos 73 artigos cientificos
que apresentavam afinidade ao nosso tema.

Partindo disso, chegamos ao terceiro momento de delineamento, para poder realizar o
estado do conhecimento. Ressaltamos que o corte do periodo ficou entre 2009-2020, pois foram
esses os trabalhos encontrados. Nesse momento, realizamos leituras de titulos e resumos para
verificar quais deles se adequavam com o objetivo dessa pesquisa, sendo excluidos os artigos
que somente mencionam o0s descritores, que estavam envolvidos com outras areas do
conhecimento, e que ndo se adequam ao objetivo. Assim, selecionamos 15 trabalhos, dispostos

no Quadro 1, os quais estdo organizados em ordem cronoldgica.

Quadro 1: Relacdo de artigos selecionados

Titulo do artigo An_o de~ Autor(es) P_e nopl 1co
publicacdo cientifico
A geometria que existe além
Levandg(;mg:r:;etria da 2009 Karin Ritter Jelinek Mafgr:g?igczoem
g Adriana Justin Cerveira Kampff .
natureza para dentro da Revista — RS
escola
Experienciando Materiais
!Vlampulauvos para o 2011 Claudemir Murari Bolema
Ensino e a Aprendizagem da
Matemética
Geomgtrla Fracgal_e . Claudla_L Mércia Rlbe_lro de Azeredo RENOTE: Novas
progressdes geométricas: 2013 Michelle Dinelli de Souza Tecnologias na
analise de um simulador de Silvia Cristina Freitas Batista g3
. - o Educacéo
Fractais Gilmara Teixeira Barcelos
O ensino de probabilidade .
- . José Marcos Lopes . -
geométrica por meio g : Revista Eletronica
. N 2013 José Antonio Salvador x
de fractais e da resolucédo de A - de Educacéo
Inocéncio Fernandes Balieiro Filho
problemas
Fractais na Educacdo Maria Regina Carvalho Macieira Lopes x
L Educacéo
Basica: Aprendendo com 2014 Alessandry Amaral Matematica em
Quebra-Cabegas, Arte Adriana Fernandes de Matto Revista
Francesa e Cartbes Karolina Barone Ribeiro da Silva
A utilizacdo da Geometria Andrea G. Nazuto Gongalves RINTE: Revista
Dinémica para estudo da 2015 Henrique Thioji Misato Interdisciplinar de
Progressdo Geométrica via Jhovana Lameu da Cruz Tecnologias na
Fractais Victoria Caroliny Athanazio Educacéo

" Nesse momento, refere-se que no titulo da revista contenha a palavra “educagio”.
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A modelagem matemaética Marcelo Fabrico Chociai Komar RENOTE: Novas

como metodologia para o Dionisio Burak .
. : 2017 . . Tecnologias na
ensino e a aprendizagem dos Elaine Maria dos Santos Educacio
fractais Marcio André Martins ¢
0 Eractal Arvore P|tagor~|ca. Veridiana Rezende Jornal Internacional
e Diferentes Representagdes: .
N Mariana Moran de Estudos em
uma Investigacdo com 2018 R e x
Thais Michele Martires Educacéo
Alunos do e - 3
X 1 Fabricia Carvalho Paixdo Matematica
Ensino Médio
Proposta de ensino de
geometria por meio da teoria 2018 Rozelaine de Eatima Eranzin Debates em
Fractal e o software Educacéo
GeoGebra
Registros de representacéo Veridiana Rezende En&géhadciegfta
semidtica e sua articulacdo 2018 Mariana Moran Matemétiga o
com o hexagono de Direr Thais Michele Martires .
- - Tecnoldgica
nas aulas de matematica Wilian Barbosa Travassos

Iberoamericana
Revista Brasileira
De Educagéo,

Teorema de Pitdgoras e o
Fractal arvore pitagorica: um José Carlos Pinto Leivas

Experimento no ensino 2018 Anne Desconsi Hasselmann Bettin Tecn(_)logla E
fundamental Sociedade
(BRAJETS)
A utilizagdo de material
didatico manipulavel e da
geometria Fractal para o
aprendizado dos conceitos Ana Paula Poffo Koepsel Revista Educacao
p P 2019 . . .
de area e perimetro de Tania Baier Especial
quadrado: um estudo de caso
envolvendo uma estudante
com baixa visdo
Introduzindo a Geometria Boletim Cearense
Fractal no Ensino Médio por Francisco Geovane da Silva Araujo de Educago e
. . 2019 . S
meio da perspectiva de Alessandra Senes Marins Historia da
Modelagem Matemética Matematica

Sobre pensamento
com~putaC|onaI _rla Lara Martins Barbosa Revista Pesquisa e
construgdo de um tridngulo 2019 . - . . Debate em
A Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva «
de Sierpinski com o Educacéo
GeoGebra
Uma exploragao do Fabricia Carvalho Paixdo Boletim onl~|ne de
Hexagono de Diirer com : Educacéo
L 2020 Mariana Moran 5
professores de Matematica - Matematica
DA Veridiana Rezende
da Educacdo Bésica
Fonte: Os Autores, 2021.

Foram analisados 0s objetivos centrais dos trabalhos, explorando seus resumos e
conteddos propostos. Em seguida, separamos esses artigos em 5 grandes blocos a fim de auxiliar
na compreensdo dos rumos que as pesquisas com fractais estdo se direcionando. Assim, sao
considerados os seguintes grupos: 01 — Explorando os fractais em sala de aula, com um software
matematico; 02 — Formacdo continuada de professores e fractais; 03 — Teoria dos Registros de

Representacdo Semidtica e fractais; 04 — Modelagem Matematica e fractais; 05 — Educacéo
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Especial e fractais. A partir disso, discorremos, a seguir, sobre cada artigo, como forma de

elucidar as pesquisas desenvolvidas.

Grupo 01 — Explorando os fractais em sala de aula com um software matematico

Nesse grupo foi possivel agruparmos 5 artigos. Dentre eles, tivemos o trabalho de
Jelinek e Kampff (2009) que teve como objetivo relatar a experiéncia de um grupo de
professores com o desenvolvimento do projeto interdisciplinar Além do Olhar: por um mundo
melhor. Esse projeto buscou desenvolver nos alunos da sétima série®, do Ensino Fundamental,
a capacidade de conhecer um novo olhar do cotidiano e do mundo que 0s cerca, através da
percepcao, da sensibilidade, do autoconhecimento e da experiéncia. Para completar o objetivo,
foi utilizada a Geometria Fractal como forma de explorar fractais da natureza, conhecidos pelos
alunos, associando essa geometria com um software matematico denominado Imagine, no
ambiente de programacéo Logo.

Outro texto que se adequou a esse grupo foi o de Murari (2011), que apresenta em seu
artigo uma coletanea de experiéncias em sala de aula para a construcao de fractais, por meio de
diversos materiais manipulaveis, como por exemplo, espelhos, caleidoscopios, materiais
manipulativos e softwares de geometria dinamica em estudos das geometrias euclidiana e
Geometria Nao Euclidiana. No caso da Geometria Ndo Euclidiana, que € representada pela
Geometria Fractal, utiliza-se o caleidoscopio, software GeoGebra e Cabri-Géometre Il. Assim,
esse trabalho apresenta a criacdo de fractais, propiciando o interesse dos alunos a partir do
visual, oferecendo um aprendizado acerca desses objetos matematicos.

No que diz respeito ao artigo dos autores Azevedo, Souza, Batista e Barcelos (2013), o
objetivo é analisar um objeto de aprendizagem (OA): o simulador de fractais “Progressdes
Geométricas em Fractais”. Nessa pesquisa, foi realizado um estudo de caso com alunos do
Ensino Médio em que o objeto de aprendizagem foi considerado adequado no que diz respeito
ao assunto de progressdes geométricas e os fractais, de maneira que um simulador de fractais
foi utilizado como intermediador para a aprendizagem.

Seguindo o mesmo entendimento de utilizar um software matematico, tem-se o artigo
de Leivas e Bettin (2018). Este trabalho teve por objetivo utilizar nogcdes de geometria
euclidiana com alunos de um 9° ano, do Ensino Fundamental, para perceberem a necessidade

de reconhecerem alguns aspectos de Geometria Fractal, e leva-los a compreender o0 mundo em

8 Conforme as mudangas educacionais ocorridas no Brasil, houve uma atualizacdo e alteragéo nos termos, passando

de "sétima série” para “oitavo ano”.
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que vivem. Sendo realizado o estudo por meio da Teoria de Van Hiele, no qual buscava
desenvolver o raciocinio geométrico, realizou-se a construgdo da Arvore Pitagdrica com o
auxilio do GeoGebra, para explorar tal Fractal, em que tiveram o foco nas noc¢des do teorema
de Pit&goras.

O trabalho de Barbosa e Silva (2019) apresenta a realizacdo de um estudo acerca da
construcdo dinamica do triangulo de Sierpinski, por meio do GeoGebra e de um GIF (Graphics
Interchange Format), em que sdo apresentadas as iteracfes de um Fractal. Desse modo, tem
por objetivo investigar como os estudantes de graduacdo em matematica exploram Geometria
Fractal, utilizando o software GeoGebra, de maneira que propicie 0 pensamento computacional

nesses estudantes.

Grupo 02 — Formacao continuada de professores e fractais

Este grupo contém um total de 4 artigos publicados em periddicos. Dentre eles, temos o
trabalho de Lopes, Salvador e Balieiro Filho (2013), em que apresentam uma proposta didatico-
pedagdgica para professores do Ensino Médio. O objetivo é mostrar que o fractal Triangulo de
Sierpinski pode ser utilizado, com a formulacéo de problemas adequados, para a introducéo do
conceito de Probabilidade Geométrica, e também para o trabalho com o conceito de
Probabilidade Condicional. Assim, propicia a exploracdo dos conceitos de probabilidade
geométrica por meio de fractais diversos, como por exemplo, do Triangulo de Sierpinski.

No que diz respeito ao artigo dos autores Lopes, Amaral, Matto e Silva (2014), este teve
por objetivo colaborar na formacdo continuada de professores, e realizou uma oficina
matematica, que aplicava trés atividades partindo da utilizacdo de materiais manipulaveis e
objetivavam o ensino dos fractais. Essas atividades envolviam quebra-cabeca com figuras dos
fractais, a construcio de cartdes fractais e, também, a aplicacio da arte francesa® sob esses
objetos matematicos.

Como uma proposta para 0 Ensino Médio, os autores Gongalves, Misato, Cruz e
Athanazio (2015) desenvolveram uma sequéncia didatica para abordar o estudo de progressado
geométrica via fractais, fazendo uso da geometria dindmica. Os dois softwares Matematicos
que abordaram nessa proposta foram o Cabri-Géomeétre e o IGeom, e que foram utilizados para

construir os fractais Triangulo de Sierpinski e Tetra-Circulo.

9 A arte francesa ¢ uma técnica de sobreposicdo de gravuras de papel a uma imagem plana, conferindo a ela efeito
de profundidade e volume.
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Para finalizar esse grupo, temos o trabalho de Franzin (2018), cujo objetivo foi
relacionar a teoria fractal e a Geometria Euclidiana, aliada ao software GeoGebra, para o ensino
de conceitos matematicos basicos, que envolvem calculos de comprimentos, perimetros e areas
de figuras geométricas. Desse modo, o trabalho utiliza o Fractal llha de Koch, fazendo a relagao

com cotidiano do aluno, favorecendo a aprendizagem.

Grupo 03 — Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica e fractais

Neste grupo, foram agrupadas 3 pesquisas que se relacionam com esta tematica. A
iniciar pela pesquisa de Rezende, Moran, Martires e Paixao (2018), que investigam acerca das
possibilidades do uso de diferentes registros de representacdo semidtica aliado a Geometria dos
Fractais, no que concerne ao ensino de matematica. Para tanto, realizam a construcao do Fractal
Arvore Pitagorica, explorando diversos conceitos matematicos com estudantes do 3° ano do
Ensino Médio, propiciando a identificacdo dos diferentes tipos de representacdo semidtica,
direcionados para o ensino de matematica.

Os autores Rezende, Moran, Martires e Travassos (2018) também apresentam em seu
texto uma investigacdo acerca das possibilidades do uso de diferentes registros de representagédo
semiotica no ensino de Fractais. Esse trabalho foi feito com alunos no 3° ano do Ensino Médio,
com a utilizacdo do fractal Hexagono de Diirer, para realizar uma exploragdo matematica com
o intuito de articular os diferentes tipos de representacdo que ocorreram durante a
implementacao.

O ultimo artigo desse grupo foi escrito por Paixdo, Moran e Rezende (2020). Este
trabalho buscou responder aos seguintes questionamentos: os professores, colaboradores desta
pesquisa, exploram diferentes registros de representacdo semidtica ao elaborarem atividades
relacionadas a Geometria Fractal? A partir disso, foram investigados professores da Educacao
Basica, com o intuito de explorar o fractal Hexagono de Direr, com o auxilio do software

GeoGebra, a fim de identificar o processo de conversdo entre as representagdes semioticas.

Grupo 04 — Modelagem Matematica e fractais

Nesse grupo, sdo contempladas 2 investigacdes, e daremos inicio pelo trabalho de
Komar, Burak, Santos e Martins (2017), em que o objetivo foi relatar uma atividade de
modelagem matemética a partir do tema escolhido pelos estudantes, os Fractais. Essa
implementacéo foi realizada a turma do 9° ano, do Ensino Fundamental. Foram utilizados nessa
pesquisa o fractal Tridngulo de Sierpinski e o software GeoGebra, como recurso para a

construcéo e exploragédo do fractal escolhido pelos estudantes.
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No artigo elaborado por Araujo e Martins (2019), objetivou-se apresentar uma proposta
de aula para a aplicacdo do assunto de Geometria Fractal, desenvolvida por meio da perspectiva
de Modelagem Matematica. Como proposta de implementacdo no 3° ano do Ensino Médio, na
perspectiva da modelagem matematica, é utilizado fractal Tapete de Sierpinski, para a
exploragdo de hipdteses; formulacdo de variaveis; uso de conhecimentos prévios; construcéo

do modelo matematico; entre outras possibilidades.

Grupo 05 — Educacéo Especial e fractais

Este grupo contém somente 1 pesquisa, e que se trata de um relato de experiéncia. Este
relato, apresentado por Koepsel e Baier (2019), ocorreu com estudantes do 6° ano, do Ensino
Fundamental, e que possuiam baixa visdo. Nele, os autores objetivaram relacionar os contetudos
matematicos de area e perimetro de quadrados, e utilizaram o fractal tapete de Sierpinski, pois
sua construcdo esté relacionada com quadrados que vado ao encontro do objetivo do relato de
experiéncia.

Com a finalizacdo dos cinco grupos de trabalhos que pudemos descrever a respeito da
Geometria Fractal presentes em periodicos, concluimos que, nesse primeiro momento, ha uma
maior quantidade para a utilizagdo dos fractais em sala de aula com os softwares matematicos,
como podemos ver no Grupo 01. Mas, o auxilio desses recursos computacionais também
abrange propostas de ensino e aprendizagem para a formacdo continuada. Podemos observar
que nos Grupos 03, 04 e 05, o tema Geometria dos Fractais esteve relacionado com abordagens
da Educacdo Matematica e suas ramificagdes, como por exemplo, o uso da Modelagem
Matematica e o aporte da Teoria dos Registos de Representacdo Semidtica, provida da Didatica
da Matematica.

Destacamos que nos Grupos 03 e 04 ha artigos que se utilizam de softwares para a
exploracdo matematica e representacdo geométrica dos fractais. Nesse sentido, podemos notar
que o trabalho com os fractais em sala de aula, num contexto de propostas didatico-pedagdgicas
e pesquisas teoricas, tem uma predeterminagdo em utilizar softwares matematicos em suas
exploracdes. No entanto, para delinearmos o estado do conhecimento, é necessario o segundo
momento, que se trata das Dissertacfes e Teses que envolvam a temaética. Desse modo, tal
levantamento serd apresentado a seguir.

Nesse momento, realizamos a busca de Dissertacdes e Teses em dois diretdrios distintos,
para que pudéssemos obter maior acesso as pesquisas disponiveis digitalmente, sendo eles, o
Catélogo de Teses e Dissertagcbes — CAPES, e a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e

Dissertagcdes (BDTD).
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No primeiro deles, Catélogo de Teses e Dissertagdes — CAPES, utilizamos os descritores
“fractais” e “Fractal”, e realizamos o filtro pela area de avaliacdo, ou seja, aplicamos os filtros

99, <C

“ensino”; “ensino” e “Ensino de Ciéncias e Matematica”. Partindo disso, foram encontradas 30
dissertacGes ou teses nesse diretorio.

No segundo diretério, o BDTD, utilizamos os mesmos descritores, até entdo aplicados
nas pesquisas de artigos nos periddicos e no diretorio anterior, sendo eles, “Fractal” e “fractais”
com o filtro ensino. Assim, com tal delineamento, encontramos 79 pesquisas provenientes desse
ambiente de buscas.

Com os resultados desses diretorios de pesquisa, 0s unimos e chegamos a um total de
94 teses ou dissertacfes, contando somente uma vez as pesquisas presentes nos dois grupos. As
pesquisas foram selecionadas no periodo de 2004 a 2019, pois foram todas as pesquisas
encontradas, de acordo com o nosso delineamento.

Seguimos para a proxima etapa, sendo ela, a de filtrar a partir da exclusdo de pesquisas
estrangeiras e leitura dos titulos e resumos, para que essas abarcassem 0 nosso objetivo de
delinear um estado do conhecimento do ensino da Geometria Fractal no ensino de Matematica.

Com esse delineamento, foi possivel selecionar 38 teses ou dissertagdes, que apresentaremos a

seguir, em ordem cronoldgica.

Quadro 2: Relagdo de teses e dissertacdes selecionadas

. . . Ano de Tipo do Programa de s
Titulo da pesquisa Pesquisador/a publicacio | documento | Pés-Graduacio Instituicdo
Um estudo sobre a

construcdo de fractais Programa de
em ambientes Ricardo Pds-Graduacédo Pontificia
computacionais e suas Ronaldo 2004 Dissertacdo em Universidade
relacbes com Eberson Educacéo Catolica - SP
transformacdes Matematica
geomeétricas no plano
Programa de
Um estudo de fractais Pds-Graduacédo
geomeétricos através de Flavio em Universidade
caleidoscépio Roberto 2005 Dissertagdo Educacéo Estadual
e softwares de Gouvea Matemética Paulista
geometria dindmica (Mestrado
Profissional)
Programa
Sepectivase | Hamiltn | Graduagaoem | Universidace
) Cunha de 2005 Dissertagdo " Federal do
possibilidades para o c Educacdo em .
. " arvalho Y Para
ensino de Matematica Ciéncias e
Matemética
Os fractais na formagéo AA;T:(E? da Pontificia
docente e sua pratica (gliveira 2006 Dissertagdo PROFMAT Universidade
em sala de aula Almeida Catolica - SP
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Uma sequéncia de

ensino para o estudo de Andrea Pontificia
P - Gomes Nazuto 2007 Dissertacéo PROFMAT Universidade
progressdes o
e . . Gongalves Catolica - SP
geométricas via fractais
Introduzindo a
geometrlalFr.a(.:tal no Programa de Universidade
ensino médio: uma Alceu ) N
. . x Pés-Graduacdo | Federal Rural
abordagem baseada nas Domingues 2008 Dissertacdo .
. de Ensino das do
formas dos objetos Alves L
. Ciéncias Pernambuco
construidos pela
natureza
Construindo uma Pzg?grrzrgjadgo Pontificia
Percepcdo Complexa | Marcia Denise . x & A
: : 2008 Dissertagdo em Educacéo Universidade
da Realidade a partir Gressler em Ciéncias e Catélica - RS
do Estudo dos Fractais o
Matematica
Uma proposta de Programa de
ensmo_envolvendo Antonio do Pos-Gragjuagao Universidade
geometria Fractal para - . x em Ensino de x
Nascimento 2010 Dissertagdo A Federal de S&o
0 estudo de Ciéncias Exatas
. Gomes Carlos
semelhancas de figuras (Mestrado
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Fonte: Os Autores, 2021.

Diante do exposto, foram analisados os objetivos centrais dos trabalhos, explorando seus
resumos e conteudos propostos. Como podemos ver no Quadro 2, na busca a partir dos
descritores selecionados, encontramos somente dissertacdes de mestrado, o que nos leva a
entender que as pesquisas as quais tratam do ensino da Geometria Fractal s&o poucas, 0 que

possibilita a realizacdo de mais pesquisas acerca dos fractais no ensino.
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Com isso, realizamos uma divisdo das dissertacdes encontradas em trés grupos que se
relacionam, sendo eles: Grupo 01 — Sequéncias de atividades matematicas envolvendo a
Geometria Fractal; Grupo 02 — Softwares de Geometria Dindmica e materiais manipulaveis
relacionados com os fractais e, por fim, o0 Grupo 03 — Formacé&o continuada de Professores e 0s
fractais. A seguir, discorreremos, brevemente, a respeito dessas pesquisas. No entanto, visto
que foram encontrados diversos trabalhos que abarcam essa tematica, apresentaremos somente
aqueles que em seus programas de pds-graduacdo contenham “Educa¢do Matematica”, para

que possamos ir de acordo com 0s nN0ssos objetivos e temaética.

Grupo 01 — Sequéncias de atividades matematicas envolvendo a Geometria Fractal

Esse grupo é formado por um total de 3 dissertacdes. Para dar inicio, temos a dissertacdo
de Gressler (2008), que propde uma atividade interdisciplinar, envolvendo disciplinas de
Matemaética, Filosofia e Arte-Educacéo, fazendo a articulagdo na 82 série (9° ano) do Ensino
Fundamental, dos temas que envolvem a teoria da complexidade, dos estudos da Geometria
Fractal e das artes plasticas. Seu objetivo era investigar quais as mudancas de atitude os alunos
da 82 série (9° ano) do Ensino Fundamental apresentam em sua compreensdo complexa da
realidade, ap6s uma integracdo entre o estudo de fractais, a teoria da complexidade e as artes
plasticas. Essa pesquisa resultou na verificacdo da mudanca de atitude dos alunos na percepc¢ao
da realidade, de modo que a compreenderam como sendo situagcbes complexas, superando
maniqueismos e preconceitos derivados de uma percepgdo simplista da natureza.

A dissertacdo de Mineli (2012) objetivou investigar dificuldades relacionadas a
formacéo de habilidades para a generalizacdo de padrdes e de situacdes de ensino facilitadoras
para essa formacdo. Com isso, foi realizada uma sequéncia didatica com alunos do 7° ano do
Ensino Fundamental, com atividades que propiciaram a generalizacdo de padrdes, apoiadas na
exploracdo da Geometria Fractal. Desse modo, as caracteristicas singulares dos fractais
possibilitaram o reconhecimento de padrbes que favoreceram a realizacdo das generalizagtes
por parte dos estudantes.

Por fim, temos o trabalho de Carvalho (2005) que realizou a criagdo de um curso para
estudantes do 3° ano do Ensino Médio, o qual abordava a Geometria Fractal e sua
aplicabilidade, e conceitos tedricos previamente apresentados aos estudantes. Com isso, tinham
como objetivo verificar até que ponto as atividades elaboradas a respeito dos fractais podem se
caracterizar como um recurso didatico valido. Essa pesquisa proporcionou aos alunos uma

articulacdo entre a matematica do cotidiano com a matematica escolar, de modo a se apropriar
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de uma visdo sobre a matematica como sendo dindmica, construida conforme a evolugdo da

sociedade.

Grupo 02 — Softwares de Geometria Dindmica e materiais manipulaveis relacionados com os
fractais

Este grupo é composto por 3 dissertacGes e, para dar inicio, faremos um breve resumo
do trabalho de Faria (2012). Este trabalho objetivou investigar as contribuicbes que a
articulacdo entre softwares educacionais e 0s fractais propiciam para 0 processo de
generalizacdo matematica. Para isso, realizaram um curso com alunos da Educa¢do Bésica, no
qual apresentavam a manipulacédo de fractais para a verificacdo dos padrBes existentes. Como
resultado, essa pesquisa apresentou que os trabalhos com a Geometria Fractal contribuem com
0 processo de generalizacdo, mas também para a exploracdo de conceitos matematicos.

A utilizacdo do caleidoscépio e da geometria dindmica para explorar a Geometria
Fractal funciona como componentes essenciais da dissertacdo de Gouvea (2005). Nessa
pesquisa, buscou-se investigar quais seriam as contribuigdes para o0 ensino e aprendizagem de
fractais geomeétricos, por meio do caleidoscépio e da geometria dindmica. Dessa forma, foram
aplicadas atividades aos licenciandos em matematica, que participaram de um curso de
extensdo, possibilitando a articulacéo e o estudo de diversos conceitos matematicos euclidianos
com os conceitos dos fractais.

Para finalizar este bloco de pesquisas de mestrado académico, temos a dissertacao de
Eberson (2004), tendo por objetivo a contribuicdo da analise da Geometria Fractal e 0s quatro
ambientes computacionais de aprendizagem humana, propondo, entdo, a integragédo de
ferramentas computacionais com a construcdo dos fractais. Os resultados dessa pesquisa
permitiram a elaboracdo de situacdes que envolveram os fractais nesses ambientes
computacionais, de modo a contribuir para a contextualizacdo de noc¢des relacionadas as

transformacGes geométricas no plano.

Grupo 03 — Formacao continuada de Professores e os fractais

Esse grupo contempla 2 dissertagdes. A dissertagdo de Baldovinotti (2011) realizou
oficinas com professores da Educacdo Bésica e licenciandos em Matemaética, com o intuito de
propiciar a utilizacdo de recursos tecnologicos e materiais manipuléveis com fractais. Assim,
teve por objetivo compreender qual a visdo dos professores a respeito das potencialidades do
ensino da Geometria Fractal, e resultou em uma visdo que favorece o ensino dessa geometria

por parte dos professores na Educagdo Basica.
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Moreira (2017) desenvolve, no decorrer do texto, um contexto histérico dos fractais em
geral e, entdo, evidencia alguns deles para discuti-los, e assim, apresentar uma proposta de
aplicacdo de uma atividade aos alunos do Ensino Fundamental. No tocante, essa pesquisa
objetivou na divulgacéo acerca do conhecimento da Geometria Fractal para professores. Assim,
a pesquisa propiciou a abordagem dessa geometria, recorrendo a beleza dos fractais, tornando
essa uma abordagem significativa na Educacédo Basica.

Finalizado a descricdo das dissertacfes entre 0s grupos, observamos que boa parte das
pesquisas trata de exploragdes fractais, projetando para a construgdo de uma sequéncia didatica
a ser aplicada a Educacdo Bésica. Também, a utilizacdo de softwares Matematicos esteve
presente nos agrupamentos para 0 ensino e a construcdo dos fractais. Por consequéncia, temos
que as dissertacBes, em geral, apresentaram realizagcdes de cursos ou oficinas com o auxilio de
softwares de geometria dinamica, buscando compreender as potencialidades que o ensino da
Geometria Fractal pode apresentar ao ensino na Educagéo Basica.

Portanto, ao realizar esse segundo momento do estado do conhecimento, que se refere a
teses e dissertacdes, foram encontradas somente dissertacfes que tinham como preocupacgéo
principal a adequacdo ao curriculo de Matematica na Educacdo Basica. Os temas que mais
apareceram nas pesquisas dizem respeito ao ensino de progressdes geométricas, numeros
complexos e generalizacdo de padrdes. Ainda, observamos que muitos deles utilizam softwares
para 0 ensino da Matematica, tornando esta uma caracteristica dominante quando se trata do
ensino dos fractais. Outro ponto a ser ressaltado, é sobre a intensificacdo de pesquisas nos
Gltimos anos (2010 a 2019), indicando que o interesse pela tematica estd aumentando.

Em vista disso, tal estado do conhecimento possibilitou que pudéssemos mapear as
pesquisas desenvolvidas para o ensino da Geometria Fractal no ensino de Matemaética. E
observamos que tanto as pesquisas que foram publicadas em periodicos quanto as dissertacdes
possuem similaridades quanto aos contedos matematicos abordados, bem como a forte
presenca de softwares matematicos como auxilio para o ensino.

Para concluir, conseguimos mapear um total de 38 dissertacdes e 15 artigos de
periddicos, de modo que intuimos que ainda existem poucos trabalhos que abarquem o ensino
dessa geometria, como podemos observar nos dados e na descri¢ao dos trabalhos. Além disso,
para complementar o0 mapeamento, foi realizada uma busca acerca de livros que tratavam do
ensino dos fractais em lingua portuguesa, o que levou a apenas dois livros que abordassem essa
tematica. Nesse sentido, foram publicados 2 livros em lingua portuguesa, em especial no Brasil,

que abordaram a Geometria Fractal.
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Quanto a esses livros, temos o de Barbosa (2005), intitulado Descobrindo a Geometria
Fractal: para a sala de aula, que aborda um estudo dos fractais a serem aplicados em sala de
aula. Nesse livro, o autor faz uso do visual artistico proeminente nos fractais, de maneira a
incluir capitulos que abordam a construcdo e suas exploracbes matematicas desses objetos
matematicos. Com isso, articula esse objeto matematico com materiais manipulaveis e
softwares matematicos que estavam em uso potencial no Brasil, na época de sua escrita.

No que diz respeito ao livro de Janos (2008), denominado de Geometria Fractal, este
trata 0 ensino com menos énfase, tendo por objetivo apresentar uma contextualizagdo histérica,
evidenciando a nova maneira de entender o crescimento e a complexidade da natureza.
Apresenta, em seus capitulos, uma exploragdo matematica de fractais denominados “classicos”,
fazendo uma interligacdo com imagens da natureza e imagens construidas computacionalmente.

Concluimos que, dentre os 55 trabalhos encontrados, que incluem artigos, dissertagdes
e livros, hd uma maior predeterminacédo para utilizar-se de softwares matematicos para realizar
as construcdes e exploracdes matematicas dos fractais estudados. Com isso, intuimos que a
crescente associacao entre os fractais e os softwares é algo que propicia um estudo matematico
apurado dessa geometria, uma vez que esses recursos estdo amplamente difundidos. No que diz
respeito aos aportes tedricos, observamos que 3 pesquisas se situaram na Teoria dos Registros
de Representacdo Semiotica como forma de representar os fractais e explorar as possiveis
conversodes entre essas representacdes.

Nesse sentido, buscamos, com esse mapeamento, reforcar a importancia dos trabalhos
publicados para que pudesse dar relevancia a pesquisa a qual estamos desenvolvendo. O estudo
desse estado do conhecimento mapeado foi no intuito de tomarmos conhecimento e realizar a
leitura de algumas producdes que foram realizadas sobre a Geometria Fractal, além do mais,
intencionamos conhecer 0 quanto dessa geometria tem sido desenvolvida, bem como a sua
presenga no meio académico, de modo geral. Desse modo, fica evidente o diferencial que essa
pesquisa esta apresentando, uma vez que aborda a Geometria Fractal como um objeto
matematico que tem propriedades que podem ser exploradas em salas de aula.

A escolha pelo fractal Ilha de Koch se deu pelo fato de que intuimos que este seria um
objeto atrativo aos alunos, e despertaria um maior interesse em sua construcdo e exploracao
matematica, uma vez que se assemelha a um floco de neve. Além disso, encontramos somente
um trabalho (FRANZIN, 2018) que estudou o fractal Ilha de Koch e, por isso, entendemos que
0 estudo a respeito desse fractal ainda é timido. Desse modo, compreendemos que existe outros
assuntos a ser explorado nesse objeto matematico, visto que ao inserir o fractal Ilha de Koch na

Educacao Basica, é possivel propiciar o estudo, a construcéo e a exploracao de diversas nogoes
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matematicas. Nesse sentido, respaldamo-nos nesse mapeamento para realizar a pesquisa em
que pretendemos construir uma férmula para a medida de perimetro e area do objeto
matematico fractal llha de Koch.

Portanto, na proxima secdo, discutiremos como pretendemos articular a Geometria
Fractal com a Didatica da Matematica, explanando a respeito da Teoria Antropoldgica do
Didatico, a qual nos permitira uma exploracao da llha de Koch modelizada por Organizacdes

Praxeologicas.

1.2 A Teoria Antropoldgica do Didatico

Nesta secdo abordaremos aspectos relacionados a Teoria Antropoldgica do Didatico
(TAD) que foram utilizados como aporte durante as analises desta pesquisa. A TAD foi
desenvolvida pelo pesquisador francés Yves Chevallard (1992), com o propésito de estudar o
homem diante do saber matematico. Desse modo, essa teoria situa a atividade matematica e,
consequentemente, o estudo da atividade em matematica em todas as atividades humanas e
instituicOes sociais existentes (CHEVALLARD, 1999), justificando, assim, a utilizacdo do
termo “Antropologico” em sua teoria.

Além disso, Almouloud (2007) explica que a TAD ¢é uma teoria relevante no que se
refere a pesquisa de praticas em sala de aula, permitindo realizar analises de situa¢des de ensino
e aprendizagem da Matematica escolar. Ainda, essa teoria apresenta contribuicGes
significativas para a Didatica da Matematica, pois a TAD

[...] focaliza o estudo das OrganizacBes Praxeoldgicas didaticas [OD]
pensadas para o ensino e aprendizagem de organizagdes matematicas [OM].
A teoria antropoldgica do didatico (TAD) estuda condi¢des de possibilidades
e funcionamentos de sistemas didaticos, entendidos como relagdo sujeito-
instituicdo-saber (ALMOULOUD, 2007, p. 111).

Nesse sentido, Chevallard (1999) pontua que as organizac¢des (ou praxeologias) que sdo
relacionadas a um estudo matematico sdo destacadas por dois tipos: Matematica e Didatica. Ao
que diz respeito a Organizacdo Matematica, ela se refere a realidade matematica que pode ser
construida numa disciplina em que se estuda um tema. No que se refere a Organizacdo Didatica,
ela se associa a maneira como pode ser estudada a construcdo dessa realidade matemaética, ou
seja, a forma como se pode realizar o estudo do tema. Partindo do exposto, observamos que ha
uma relacdo entre tais praxeologias. Assim, entendemos que a Organizacdo Matematica (OM)
e a Organizacdo Didatica (OD) constituem Organizacdes Praxeoldgicas (OP).

Diante disso, as praxeologias sdo a esséncia da Teoria Antropoldgica do Didatico.

Assim, a estrutura mais elementar de uma OM € constituida por nogdes referentes ao tipo de
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tarefa, a técnica, a tecnologia e a uma teoria. De acordo com Almouloud (2015), essas nogdes
nos permitem estruturar diversas praticas sociais, assim como a atividade matematica a qual
estamos nos referindo. Nesse sentido, Chevallard (2018) explicita uma estrutura a respeito
dessas nogoes praxeoldgicas:

A estrutura praxeoldgica mais simples (que poderiamos chamar de “atomica”,
mas nos realmente chamamos de “pontual”) consiste um tipo de tarefa T, uma
técnica T, maneira de executar as tarefas t do tipo T, de uma tecnologia 9,
discurso fundamentado (logos) sobre a técnica (tekhné) que é suposto tornar t
inteligivel como meio para realizar as tarefas do tipo T, enfim - por Gltimo,
ndo menos importante - uma componente tedrica ®, que rege a tecnologia em
si (e, portanto, todos os componentes da praxeologia) (CHEVALLARD, 2018,
p. 34).

Concernente a isso, podemos exemplificar como se caracteriza cada uma dessas nocoes,
como é apresentado por Chevallard (1999). Com isso, os tipos de tarefa séo caracterizados como
varias tarefas que se assemelham, por exemplo, resolver uma equagdo 3x+2=1, é uma tarefa t,
e ela se assemelha a 4+2x=0, e assim por diante, definindo, entdo, a noc¢ao do tipo de tarefa T.
A outra nocao que estrutura a praxeologia € a técnica 7. Ela € entendida como a maneira pela
qual podemos executar um tipo de tarefa, em especifico, ou seja, de que modo resolvemos
determinada tarefa que compde o tipo de tarefa. A nogdo de tecnologia 6 se refere ao que
justifica a técnica, ou seja, € o discurso racional a respeito da técnica, de maneira que a justifique
racionalmente garantindo que ela funcione bem para aquele tipo de tarefa.

Por fim, temos a nocdo de teoria ©, a qual se assemelha ao que se entende por tecnologia,
porém, a teoria tem um papel no qual ela faz a justificacdo-explicacdo-producdo, ou seja, rege
e justifica a tecnologia. Portanto, sdo essas as nog¢Oes praxeoldgicas que, juntas, sdo
denominadas como quarteto praxeoldgico, simbolizado como [T, t, 8, 0] (CHEVALLARD,
1999).

Para complementar, Vieira Pinto (2005) fez uma discussao abrangente em sua obra a
respeito do conceito de tecnologia e, etimologicamente falando, ele nos explica que

a ‘tecnologia’ tem de ser a teoria, a ciéncia, o estudo, a discussdo da técnica,
abrangidas nesta Gltima nogdo as artes, as habilidades de fazer, as profissGes
e, generalizadamente, os modos de produzir alguma coisa. Este é necessario o
sentido primordial, cuja interpretacdo nos abrira a compreensdo dos demais.
A ‘tecnologia’ aparece aqui com o valor fundamental e exato de ‘logos da
técnica’ (VIEIRA PINTO, 2005, p. 219).

Portanto, o autor nos mostra a diferenca que se apresenta entre 0s conceitos de
tecnologia e técnica, haja vista que a técnica é inerente a espécie humana, pois, dentre todas as
espécies vivas, o ser humano é o que tem por natureza a aptidao de produzir artificios e meios

para resolver problemas; no entanto, a tecnologia compreende a ciéncia da técnica, em que
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surge apds uma exigéncia social numa etapa posterior & evolugdo humana. Logo, “ha sem
duvida uma ciéncia da técnica, enquanto fato e por isso objeto de indagacéo epistemoldgica.
Tal ciéncia admite ser chamada de tecnologia” (VIEIRA PINTO, 2005, p. 220).

A vista disso, a nogdo de praxeologia apresentada pela teoria envolve dois termos
gregos: praxis, que significa “praticar” e 10gos, que significa “razdo”, “discurso
fundamentado”, de maneira que nos permita realizar analises desde uma situacao de perspectiva
tedrica do saber com a sua perspectiva pratica (saber-fazer). Em que ambas as perspectivas nos
levam a ter dois blocos, o bloco saber-fazer, constituido pelas nog¢@es de tipo de tarefa e técnica,
e o0 bloco prético-técnico, formado pelas nogdes de tecnologia e a teoria (CHEVALLARD,
1999).

Nesse sentido, Almouloud (2007, p. 113) ressalta que “O conhecimento — e o saber:
considerado como uma certa forma de organizagdo de conhecimento — entende que um objeto
existe se um sujeito ou uma instituicdo o reconhece, se ha um conhecimento e um saber
reconhecido como forma de organizagdo desse conhecimento”. De maneira geral, o objeto
somente existe quando ha uma relacédo e a constatacdo por uma pessoa ou por uma instituicdo
para com aquele objeto. Nesse contexto, Chevallard (1991) nos explica que o objeto
matematico, particularmente, ndo existe por si so.

Para tanto, o saber matematico para Chevallard (1999) é entendido como uma maneira
particular do conhecimento, ou seja, € o produto da acdo humana em uma determinada
instituicdo, seja ela qual for, pode ser descrita como qualquer que seja a producdo, a maneira
como se utiliza e 0 modo como se ensina. Partindo disso, com a pretensdo na elaboragdo de
uma praxeologia que associe com esse determinado saber, Chevallard (2002) explica que
guando se trata de uma organizacéo de estudo de um determinado assunto, devemos levar em
consideracdo uma escala hierarquica dos niveis de co-determinacéo didatica.

A respeito disso, Chevallard (2002) apresenta um esboco desse nivel de co-

determinacdo, como podemos ver a seguir.
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Figura 8: Nivel de Co-determinacéo
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Fonte: Chevallard (2002, p. 10).

Assim, esses “[...] niveis ndo sdo considerados dados, mas sim uma construcao historica.

Cada nivel ajuda a ecologia de uma Organizacdo Matematica e Organiza¢do Didatica por meio
das dificuldades em que impde a um estudo” (CHEVALLARD, 2002, p. 10, tradu¢do nossa)®°.

Nesse sentido, ressaltamos que os niveis -2, -1 e 0 referem-se as organizac¢des curriculares e 0s

niveis 1, 2, 3, 4 e 5 sdo designados para as Organizagdes Praxeoldgicas. A partir disso,

elaboramos um nivel de co-determinacao que diz respeito as andlises a priori, como podemos

verificar na Figura 12.

10 1...] niveau se référe a une réalité (la société, I’Ecole, les mathématiques, etc.) qui n’est nullement un donné,
mais un construit historique. Chaque niveau concourt a déterminer 1’écologie des organisations mathématiques

et des organisations didactiques par les points d’appui qu’il offre et les contraintes qu’il impose.
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Figura 9: Nivel de co-determinaco da analise a priori
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Fonte: Autores (2021).

Nesse sentido, com relagdo ao nivel de co-determinacdo dessa pesquisa, podemos
interpretar que a Secretaria de Educacdo do estado (Sociedade), Documentos Curriculares do
estado (Escola) e Ensino Médio (Pedagogia) sdo representantes curriculares e estruturantes de
modo gue nos auxiliaram a determinar a Ecologia Didatica.

Desse modo, entendemos que o calculo das medidas do perimetro e da area do Fractal
Ilha de Koch é o nosso Objeto, constituindo o nivel 5. Consequentemente, o Fractal Ilha de
Koch como sendo Tema, compreendendo ao nivel 4, de maneira que o Setor representa a
Geometria dos Fractais que se relaciona com o0 Tema. E essa geometria esta inclusa no Dominio
da Geometria N&o Euclidiana, nivel 2. Por fim, todos esses elementos estdo em associa¢cdo com
a Disciplina da Matematica, nivel 1, e todos eles correspondem as Organizacdes Praxeoldgicas
inerentes a esse estudo. A vista disso, a TAD, em seus constructos tedricos, possibilita que
realizemos analises dos processos de ensino e aprendizagem em sala de aula, nos embasando
para realizar as analises dos dados de modo a alcancar nosso objetivo.

Portanto, para dar continuidade, na préxima secdo abordaremos a no¢do do software
GeoGebra na Educacdo Matematica em que apoiamos para auxiliar o desenvolvimento dessa

pesquisa.
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1.3 O software GeoGebra na Educacdo Matematica

As tecnologias, principalmente as tecnologias educacionais, tiveram um avanco na
sociedade de maneira que foram criadas possibilidades diversificadas de ensinar e aprender a
partir delas. Estas estdo presentes em todos os campos da sociedade na qual percebemos que o
seu uso se tornou essencial, promovendo maneiras diversificadas de comunicagao, produzindo
informacoes, sendo possivel gerar diferentes possibilidades para a sua utilizag&o.

No entanto, esclarecemos que os termos tecnologia e técnica, que serdo adotados nesse
momento, ndo podem ser confundidos com o conceito de tecnologia que explicara a técnica que
adotamos nesta pesquisa, conforme o entendimento de Chevallard (1999), apresentado
anteriormente. Portanto, nesta secdo, abordamos o uso de softwares educacionais, mais
especificamente o GeoGebra, como uma tecnologia ou um meio de auxilio para a nossa
pesquisa.

Com base nisso, Ferreira, Camponez e Scortegagna (2015) afirmam que a utilizacao das
tecnologias digitais na Educacdo Matemaética se iniciou no final da década de 1990 com a
popularizacdo da internet, na qual o computador se tornou presente para 0 ensino e
aprendizagem em matematica. Com isso, foi se intensificando o uso de “softwares matematicos
educacionais, jogos, planilhas e imagem; na sequéncia pela internet que traz a realidade virtual,
a realidade aumentada, [...]” (FERREIRA; CAMPONEZ; SCORTEGAGNA, 2015, p. 4),
possibilitando recursos diversificados para a utilizagdo no campo da educacéo.

Moran (2013) nos esclarece que o uso da tecnologia na educacgdo esta certamente em
desvantagem com 0s avangos da sociedade. Uma vez que “enquanto a sociedade muda e
experimenta desafios mais complexos, a educacdo formal continua, de maneira geral,
organizada de modo previsivel, repetitivo, burocratico e pouco atraente” (MORAN, 2013, p.
12).

Seguindo 0 mesmo entendimento, D’ Ambrosio (2012) diz que as escolas ndo tém mais
argumentos para que continuem a manifestar um “conhecimento obsoleto e ultrapassado €
muitas vezes morto”, e tantas vezes se acentuando quando se pensa a respeito das ciéncias e das
tecnologias, visto que estamos adentrando em uma sociedade denominada “sociedade do
conhecimento”. Além do mais, o autor refere que para as escolas estarem em equidade, sera
crucial que elas “estimulem a aquisi¢do, a organizacao, a geracao e a difusdo do conhecimento
vivo, integrado nos valores e nas expectativas da sociedade” (D’AMBROSIO, 2012, p.74).

No tocante a sociedade do conhecimento, ela “exigira um profissional critico, criativo,

com capacidade de pensar, de aprender a aprender, trabalhar em grupo e de conhecer o0 seu
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potencial intelectual” (VALENTE, 2001, p.29). Dessa maneira, € nesse proposito, temos que
“o grande desafio da educacdo ¢ pdér em pratica hoje, o que vai servir para amanha”
(D’AMBROSIO, 2012, p.74). Tendo em vista isso, as tecnologias educacionais nos trazem
potencialidades acerca do ensino de matematica, e “isso significa que ¢ preciso respeitar as
especificidades do ensino e da prépria tecnologia para poder garantir que 0 seu uso, realmente,
faca a diferenga” (KENSKI, 2007, p. 49).

Scortegagna (2015) nos traz que as tecnologias mais utilizadas no ensino e
aprendizagem de matemaética sdo softwares educacionais como o GeoGebra, planilhas online,
videos, jogos online, dentre outros. Ainda, a autora nos apresenta uma linha do tempo em que
nos mostra uma perspectiva de curto, médio e longo prazo no que diz respeito a utilizacdo das
tecnologias no processo educacional.

Com isso, nota-se que ha diversas possibilidades de uso de softwares educacionais com
potencialidades para a utilizagdo no ensino de Matemaética, e Scortegagna (2015) nos indica o
uso do software GeoGebra, por possibilitar abordar contetdos que antes eram de dificil acesso
a sala de aula. Essa tecnologia educacional de geometria dindmica traz recursos visuais, tais
como representagdes graficas, também recursos algébricos, sendo processos essenciais para o
ensino e aprendizagem.

A utilizacdo de papel, régua e compasso para as representacdes geometricas se tornavam
um processo um tanto quanto demorado e dificultoso, mas, com o surgimento de softwares em
que pudéssemos trabalhar a geometria de maneira dindmica, 0 processo tornou-se mais
interativo e colaborativo. Assim, ha a possibilidade de se criar objetos geométricos virtuais a
partir dos seus conhecimentos matematicos e tecnoldgicos e, para tal, nos valeremos do
software GeoGebra como possibilidade de recurso educacional.

Concernente a isso, Scaldelai (2014, p.13) nos explica que o GeoGebra ¢ “um software
de Matematica dindmico, gratuito e multiplataforma, que combina geometria, algebra, tabelas,
graficos, estatistica e calculo em um Gnico GUI (do inglés Graphical User Interface, ou do
portugués Interface Gréafica do Utilizador)”. Além disso, o autor relata que ¢ um software
livre e disponivel gratuitamente!! na internet, sendo desenvolvido por Markus Hohenwarter
como possibilidade de utilizacdo em sala de aula na Educacao Basica.

Ainda, “O GeoGebra possui uma interface amigavel que facilita a criacdo de
construgfes matematicas e modelos que permitem exploragdes interativas, arrastando objetos e

alterando parametros” (SCALDELAI, 2014, p.13). Portanto, a escolha desse software se deu

11 Disponivel no site: www.geogebra.org.
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pelo seu dinamismo, possibilitando a realizacdo da construgéo, a exploracéo e elaboracéo de
conjecturas a respeito dos fractais, favorecendo também as representacdes geometricas. Nesse
sentido, nos respaldando nas discussdes propiciadas anteriormente, propomos o software
GeoGebra como ambiente para a construcéo e a aprendizagem de um objeto geométrico e seus
aspectos matematicos com alunos da Educacédo Basica.

1.4 Conexao

A0 nortearmos nos pressupostos tedricos apresentados no decorrer desse capitulo, temos
que esta pesquisa tem como proposito estudar uma Organizagédo Praxeoldgica para a construcao
de medidas de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch sob as perspectivas da Teoria
Antropoldgica do Didatico (TAD). Essas formulas irdo emergir a partir das técnicas que seréo
mobilizadas durante a construcdo e a exploracdo do Fractal Ilha de Koch e possibilitam o
trabalho com diversos assuntos da Matematica como temas de NGmeros e Algebra, além da
prépria Geometria.

A llha de Koch, ou conhecida como Floco de Neve de Koch, é 0 nosso objeto de estudo
para esta pesquisa. Nesse sentido, a partir do estudo epistemol6gico do objeto matematico,
permite o conhecimento acerca do tema abordado. Para tanto, o seu estudo praxeoldgico sera
realizado a partir da Geometria Fractal, porém, nos direcionando para o Fractal llha de Koch,
partindo dos pressupostos tedricos da TAD, como analises das tarefas propostas para o calculo
de perimetro e area do fractal.

Para complementar o objeto desta pesquisa, entendemos que o softwere GeoGebra é um
aliado importante para o estudo dos fractais em sala de aula, por este motivo e pelos que foi
pesquisado a respeito, entendemos que a utilizacdo do GeoGebra apresentou-se pertinéncia no
desenvolvimento da pesquisa e na coleta dos dados, uma vez que ele permite se realize a
exploracdo matematica maneira sistematica e que aproveite o belo em toda sua complexidade
de um fractal.

Portanto, a conexdo entres esses constructos tedricos apresentados até o momento,
permitiu o estudo, desenvolvimento, delineamento, construcdo, analise e discussdo de todo o
processo investigativo desta pesquisa. Apresentando justificativas tedricas e metodologicas
para o desenrolar de cada momento dessa pesquisa. Assim, a conexdo entres a Teoria
Antropologica do Didatico, Geometria Fractal e software GeoGebra, se mostraram uma base
solida, de maneira que tivemos respaldos para a escrita e a investigacdo proposta nessa
dissertacéo.
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CAPITULO 2 DESENVOLVIMENTO METODOLOGICO

Neste capitulo, discorreremos a respeito das bases metodol6gicas que para sistematizam
a pesquisa. Ainda, destacaremos o contexto em que realizamos a implementacdo, de modo a
explicitar o local e o ambiente da sala de aula. Por fim, explanaremos a maneira em que

realizamos a analise dos dados obtidos a partir da implementacéo.

2.1 Metodologia da pesquisa

A presente proposta consiste numa pesquisa cujo enfoque se faz por meio de um estudo
de natureza qualitativa e de cunho interpretativo, pois, do ponto de vista de Bicudo (2004, p.
104), é o pesquisador “qualitativo que engloba a ideia de sujeito, possivel de expor sensacoes e
opinides. O significado atribuido a essa concepcao de pesquisa também engloba nogdes a
respeito de percepcdes de diferencas e semelhangas de aspectos comparaveis de experiéncias”.

Desse modo, ha de se observar que a pesquisa qualitativa em educacdo, mais
especificamente em Educacdo Matematica, € importante pois nos possibilita construir diversos
instrumentos que tém por finalidade a compreensao do objeto de estudo. Portanto, o presente
estudo é qualitativo e ocorre em um ambiente natural de sala de aula, sendo possivel fornecer
diversos dados para que possamos investigar.

Como a nossa pesquisa se baseia num estudo de Organizacdes Praxeoldgicas,
entendemos que “quando se trata de um objeto relativo as praticas de ensino, deve-se em
primeiro lugar observar o objeto, depois descrevé-lo, analisa-lo e avalid-lo, para finalmente,
desenvolver atividades que tém o objetivo de ensino e a aprendizagem desse objeto”
(CHEVALLARD, 2002, apud ALMOULOUD, 2007, p. 123). Ainda, esse mesmo autor diz que
esse objeto pode ser categorizado em duas maneiras: a primeira refere-se “a realidade
matematica (OM)” e a segunda forma diz respeito ao “como se pode construir essa realidade
(OD)”.

Partindo dessas prerrogativas, devemos realizar uma analise das praxeologias
Matematicas e Didaticas que serdo criadas a partir do quarteto praxeoldgico e dos momentos
didaticos, respectivamente, com base nas ideias de Chevallard (1998), pois estes séo critérios
essenciais para dar um direcionamento na elaboracdo das OrganizacOes Praxeoldgicas.

Nesse sentido, a maneira que olharemos para a andlise, consiste em “examinar os

momentos do estudo realizado e as técnicas de realizacdo empregadas, ao elucidar tanto quanto
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possivel o ambiente tecnoldgico e tedrico que os justifica, produzi-los ou torna-los
compreensiveis” (ARTAUD, 2018, p. 153).

Portanto, compreendemos que para nos auxiliar nessa investigacdo, a partir da
explanacdo supracitada, utilizaremos a Engenharia Didatica como metodologia, uma vez que
ela apresenta critérios e passos, de modo que possamos desenvolver essa pesquisa de maneira

concisa teoricamente e metodologicamente.

2.2 Contexto da pesquisa

Norteados pela questdo de pesquisa: Quais as praxeologias mobilizadas por estudantes
do Ensino Médio durante a construcdo de férmulas de célculo de medidas de perimetro e area
do Fractal llha de Koch? Buscamos investigar, por meio da Teoria Antropoldgica do Didatico,
as possiveis técnicas mobilizadas por estudantes do Ensino Médio, durante a construcao de
formulas de célculo de medidas de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch. Com isso,
considerou-se pertinente a elaboracdo de um tutorial para a constru¢do do Fractal por meio do
software GeoGebra (Apéndice A), o qual auxiliou na resolucdo das tarefas propostas nas quatro
Etapas (Apéndice B) de construcdo do fractal. O tutorial foi elaborado com o objetivo de
auxiliar os estudantes na construcao do fractal, uma vez que estes ndo tinham conhecimentos
das possibilidades de ferramentas do software.

Como uma forma de aperfeicoar as tarefas e o tutorial proposto para a implementacéo,
realizamos duas aplicagdes pilotos para minimizar os possiveis erros e elaborar uma proposta
gue seja coerente para o ensino de Matematica. Os pilotos foram realizados de modo online em
salas criadas pelo Google Meet*2 com durac&o de 4 horas aulas cada um, dos cursos ministrados.
Nesse sentido, entendemos que esse processo de aplicagdo piloto é “[...] um instrumento capaz
de reproduzir eficientemente e em escala reduzida parte significativa dos meios que seréo
encontrados pelo pesquisador no momento definitivo da coleta de dados (SILVA; OLIVEIRA,
2015, p. 226).

Desse modo, identificamos que as principais mudancas realizadas a partir dos pilotos
aplicados foram a mudancga em alguns passos contidos no tutorial, com o objetivo de dar maior
clareza para a construcdo do fractal, na compreensao das resolucdes das tarefas, uma vez que
tinhamos solucdes que nao condiziam com o ano selecionado para a implementacdo. Assim,

analisamos os procedimentos de aplicagdo e os recursos da coleta de dados para verificar a

2 Google Meet ¢ uma plataforma de videoconferéncias do Google que permite realizar reunides online, tanto pelo
computador quanto por dispositivos méveis.
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validade e, entdo, realizar o delineamento da proposta que seria implementada aos estudantes
do 2° ano do Ensino Médio.

A primeira aplicacdo piloto foi realizada no contexto de um projeto de extensdo
denominado ‘“Atividades Matematicas na Quarentena”, proposto pelo Departamento de
Matematica da Universidade Estadual de Maringd (UEM), em que o objetivo consistiu em
propor atividades matematicas para os académicos da Universidade e para a comunidade
externa. Nesse sentido, ministramos um minicurso intitulado “Explorando o Fractal Ilha de
Koch por meio do software GeoGebra”, no ano de 2020, em que 0s participantes eram
compostos, na maioria, por professores atuantes na Educagdo Basica e que visavam apresentar
propostas no mesmo sentido. Esta implementacdo possibilitou que refinassemos aspectos
referentes a construcdo do tutorial e a dindmica do minicurso. Este primeiro piloto também nos
trouxe algumas indicacGes, no qual foi sugerido um melhor delineamento da escrita e no
esclarecimento dos passos descritos no tutorial, assim as sugestdes foram voltadas para o
tutorial.

A segunda experimentacao piloto consistiu em um evento de extensdo promovido pelos
mesmos organizadores mencionados anteriormente, o qual se intitulou “XXXI Semana da
Matematica” e que ocorreu no ano de 2021, tendo por objetivo realizar uma semana académica
para os graduandos de matematica da UEM. Com isso, ministramos um minicurso denominado
“Uma organizagdo praxeoldgica para a construgdo de formulas de célculo de medidas de
perimetro e area do fractal Ilha de Koch”. O publico participante consistiu em estudantes de
graduacao da mesma instituicdo. Esta implementagdo nos trouxe contribuigdes, principalmente
na constituicdo e formalizag&o final do minicurso, nos indicando a necessidade de abrirmos
mais espacos para a discussdo dos resultados de cada tarefa proposta.

As aplicacdes piloto ocorreram de forma remota pelo fato de ainda nos encontrarmos
no contexto da pandemia da COVID-19. Embora estas tenham contribuido para o
aprimoramento dessa pesquisa, observamos que a implementacdo da pesquisa que foi realizada
na forma presencial trouxe uma dinamica diferente no momento da pratica. No formato
presencial, foi possivel identificarmos as dificuldades e fragilidades dos participantes frente a
construcdo, por meio do software GeoGebra. A seguir, relataremos sobre a implementagéo
como coleta de dados para essa pesquisa.

A implementacéo foi realizada em um Colégio Estadual, situado no Noroeste do Estado

do Parana, com 9 estudantes presencialmente, que cursavam o 2° ano do Ensino Médio, sendo
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aplicada pelo pesquisador, pela orientadora e trés colaboradoras*® que auxiliaram no decorrer
do desenvolvimento das tarefas. Tal implementacdo ocorreu nos dias 27 e 29 de setembro de
2021, com duracéo de 4 horas aulas, sendo dividida em 2 horas aulas para cada dia.

As tarefas foram divididas em quatro etapas, perpassando pelas etapas da construgéo do
Fractal Ilha de Koch, sendo a Etapa 0, Etapa 1, Etapa 2 e Etapa n. Todas essas etapas tinham
por objetivo encontrar a quantidade de segmentos; a quantidade de triangulos; as medidas do
perimetro e da area do Fractal Ilha de Koch em cada uma delas, de modo que a Etapa n
proporcionasse a generalizacdo (férmula) a ser construida. Cada uma dessas etapas teve o
auxilio do software GeoGebra para realizar a construcao do Fractal. Para tanto, a realizacéo das
tarefas de cada Etapa estava condicionada a construcao do Fractal no GeoGebra, ou seja, ap0s
a construcdo do Fractal, realizar-se-ia 0 desenvolvimento das tarefas na Etapa 0; apds a
construcdo do fractal na Etapa 1, realizar-se-ia o desenvolvimento das tarefas referentes a Etapa
1; e, assim, sucessivamente, até chegar a Etapa n, que ndo precisaria do software para a
construcdo, uma vez que indica o fractal em sua n-ésima etapa.

Para esclarecer o contexto da implementacdo, discorreremos brevemente a respeito dos
seus acontecimentos e sobre as decisfes que foram tomadas no decorrer do desenvolvimento
das tarefas.

O primeiro dia da implementag&o, dia 27 de setembro de 2021, teve duragdo de 2h/a, e
aconteceu no Laboratorio de Informética do Colégio, de modo que os alunos e os pesquisadores
respeitaram as orientacdes de salde definidas pelo Decreto 4230, de 16 de marco de 2020, do
estado do Parand, visando a biosseguranca e o distanciamento social. A partir dessa organizacéo
inicial, esclarecemos aos estudantes acerca da pesquisa € como seriam 0s procedimentos
tomados, todas essas informagdes e os Termos de Consentimento foram seguidos conforme o
parecer consubstanciado n° 4.780.941, aprovado pelo Comité de Etica. Ressaltamos que colégio
em questdo estava em momento hibrido, ou seja, parte dos estudantes estavam presentes e
outros estavam de forma remota.

Partindo disso, os pesquisadores apresentaram uma introducdo teérica da Geometria
Fractal, em especial, do Fractal Ilha de Koch e algumas de suas propriedades, ou seja,

apresentamos a respeito do desenvolvimento histérico da Geometria Fractal. Explicado como

13 Vanessa Cristina Rhea, doutoranda do Programa de Pds-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Educacio
Matematica (PECEM) Universidade Estadual de Londrina (UEL). E-mail: vcrhea2@uem.br; Valdirene Maria
dos Santos, mestre em Educacédo para a Ciéncia e o Ensino de Matematica (PCM) pela Universidade Estadual de
Maringa (UEM) e Pedagoga pela mesma Universidade. E-mail: valdirene_santos2@hotmail.com; Maria Clara
Sampaio Rodrigues, graduanda em Matematica e estudante de Iniciacdo Cientifica do curso de Matemética da
Universidade Estadual de Maringa (UEM).

57


mailto:vcrhea2@uem.br
mailto:valdirene_santos2@hotmail.com

aconteceria a realizacdo das Tarefas, foi entregue a cada um dos alunos um tutorial (Apéndice
A) e as tarefas correspondentes a Etapa O do Fractal, para que eles pudessem realizar a
construcdo, e que depois fizessem uma exploracdo matematica das tarefas correspondentes.
Assim, os alunos seguiram com suas constatacdes e observacoes, sendo realizados nessas 2h/a
a construcdo do fractal em suas Etapas O e 1, e a resolucdo de suas tarefas, de modo
concomitante.

Contudo, a partir das observacgoes dos pesquisadores e do diario de campo adotado para
anotar situacOes referentes a implementacdo, foi constatado que os alunos ainda ndo haviam
tido contato com o software GeoGebra, o que foi um dificultador para a construcdo das etapas
do Fractal. Outro fator importante a ser considerado foi que alguns estudantes ainda
apresentavam dificuldades acerca de nocGes basicas de geometria. Além disso, como havia
estudantes que estavam de forma remota, ficou dificultoso o acompanhamento tanto presencial,
como remotamente, sendo uma barreira que encontramos no decorrer da implementacao.

Considerando tais fatos, por meio de uma reuniéo entre os pesquisadores, fizemos uma
reorganizacdo, e modificamos a ordem da implementacdo, possibilitando que os alunos
fizessem a construcdo do fractal no software até a Etapa em que fosse possivel, dentro das 2
horas aulas daquele primeiro dia no Laboratério de Informatica, considerando que a ferramenta
construida no GeoGebra possibilitava repetir as itera¢6es do fractal quantas vezes fosse possivel
visualizar. E somente no proximo encontro, nos preocupariamos com a exploracdo matematica.
Devido a dificuldade manifestada pelos estudantes em trabalhar com o software, decidimos
concentrar a constru¢do em um encontro (2h/a) e a exploracdo matematica em outro encontro
(2 h/a).

Visando a aprendizagem dos alunos, na reunido entre os pesquisadores, definimos que
nesse primeiro dia da implementacéo os alunos continuariam a construcdo do Fractal Ilha de
Koch no GeoGebra para que pudessem familiarizar-se com esse ambiente tecnoldgico,
lembrando que eles ndo tinham conhecimento do artefato tecnoldgico. J& para o segundo dia da
implementacdo, ficou definido que seriam realizadas a formalizacdo e generalizagdo das
Tarefas realizadas no encontro anterior além da continuacao das demais tarefas de outras Etapas
do fractal, que também previam a exploracdo matematica.

No segundo dia da implementac&o, ocorrido no dia 29 de setembro de 2021, a realizagédo
constituiu-se em formalizar as etapas do dia anterior e a exploragdo matematica definida em
reunido. Ao discutir as Tarefas, a fim de abarcar o que os estudantes haviam realizado, seguimos

para a realizacdo das tarefas da Etapa 2, em que foi dado um tempo para que pudessem explora-
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la matematicamente, seguida da institucionalizagdo, continuando o mesmo procedimento até
chegar as tarefas da Etapa n.

Para tanto, apresentados brevemente o0s acontecimentos. Na se¢do a seguir,
discorreremos 0s critérios que adotaremos acerca dos dados coletados, considerando o aporte

teodrico e procedimentos metodoldgicos que compdem essa pesquisa.

2.3 Critérios para analise dos dados

Com o intuito de apresentar os resultados desta pesquisa de modo preciso, utilizaremos
a Teoria Antropoldgica do Didatico como referencial tedrico durante as analises dos dados
coletados, como referencial metodoldgico a Engenharia Didatica. Ressaltamos que esta
pesquisa adota alguns aspectos teéricos da engenharia didatica (MACHADO, 1999), prevista
pela Engenharia Didatica. Nesse sentido, adotaremos 0 modelo de 4 fases, séo elas, a fase de
andlise preliminares; a concepcéo e analise a priori das situacdes didaticas; a experimentacéo,
por fim, a fase da anélise a posteriori e validag&o.

A respeito das analises preliminares, foi realizada acerca do quadro tedrico e dos
conhecimentos adquiridos sobre a tematica em discussao (MACHADO, 1999). Isto €,
realizamos um estudo preliminar acerca da Geometria Fractal, e o fractal llha de Koch, assim
como os pressupostos tedricos da TAD. Machado (1999) acrescenta que essa analise abarca a
analise epistemologica do contetdo, analise das concepcBes dos alunos e das dificuldades,
finalizando com uma analise de campo dos obstaculos em que se situa a realizacdo didatica.

Acerca da concepcdo e da analise a priori, é realizado quando “o pesquisador orientado
pelas analises preliminares delimita um certo nimero de variaveis pertinentes ao sistema sobre
0s quais o ensino pode atuar, as quais sao chamadas de varidveis de comodato” (MACHADO,
1999, p. 203). Assim, realizamos, na concepcdo e analise a priori, um estudo acerca das
organizacGes matematicas, apresentando possiveis praxeologias que podem emergirem durante
uma implementagdo em sala de aula. De maneira, que delimita o tema a ser estudado
apresentado algumas variaveis acerca da no¢do matematica.

A Engenharia Didatica prevé em um de suas fases, a experimentacdo, esta diz respeito
ao momento em que se realiza a engenharia em um determinado grupo de alunos. Isto ¢, “o
momento em que se da o contato pesquisador/professor/observador(es) com a populacao aluno-
objeto da investigagdo” (MACHADO, 1999, p. 206). Nesse sentido, realizacdo a
experimentacdo em um coléegio estadual do estado do Parana com alunos do segundo ano do
Ensino Médio.
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No que concerne a Ultima fase, a analise a posteriori, que consiste no confrontamento
da analise a priori e validacdo, esta fase € 0 momento de se discutir todos os dados coletados
na experimentacgéo, realizando o tratamento dos dados e, finalmente o confrontamento com a
analise a priori (MACHADO, 1999). Nesta foi realizada em duas situacdes: para a primeira
situacdo temos a andlise da Organizacdo Didatica, a qual discorreremos a respeito da
implementacdo em que foi respaldada nos momentos didaticos (CHEVALLARD, 1998;
ARTAUD, 2018). Na segunda situacdo, realizamos a analise da Organizacdo Matematica,
apresentando os quartetos praxeoldgicos (CHEVALLARD, 1998) enfatizando as técnicas que
foram mobilizadas pelos estudantes durante a resolucéo das tarefas propostas, confrontando-os
com a analise a priori.

Com isso, por meio das observacdes realizadas pelos pesquisadores envolvidos,
podemos caracterizar, descrever e analisar os momentos didaticos na implementacao realizada,
como: o primeiro, encontro com o tipo de tarefa T; o segundo, que é o momento de explorar o
tipo de tarefa T; o terceiro, diz respeito ao momento tecnoldgico tedrico, que constitui a
tecnologia e a teoria; o quarto momento é o trabalho com a Organizagdo Matematica; o
momento da institucionalizacdo da OM é o quinto momento; e, por fim, 0 sexto momento é
quando se faz a avaliacdo da Organizacdo Matematica construida.

Apos a andlise da primeira situagdo, seguiremos para a segunda situagdo, que esta
pautada nos documentos produzidos pelos alunos por meio das Tarefas. Assim, realizamos a
analise em torno do quarteto praxeologico que pode ser identificado na OM elaborada. Essa
analise seguird uma estrutura, de modo que possamos organizar os dados coletados para melhor
compreensdo e harmonizagdo da pesquisa e do que foi possivel investigar. Para tanto, ser feita
a andlise por Tipo de Tarefa T, consequentemente, a Tarefa e suas subtarefas.

Para explicitar a estrutura da andlise dos dados, apresentamos o diagrama,

compreendido pela Figura 7, para esclarecer a forma organizacional dos dados.
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Figura 10: Organizacéo da anélise dos dados

ORGAMNIZACAC PARA A ANALISE DOS DADOS

AMALISE DA ORGANIZACAQ MATEMATICA

[ | I 1
T, T, Ty T, AMALISE DA ORGANIZACAO DIDATICA
I I I I
t, s ta ty
r]. 1 ta 1 tE.L t:‘l. 1
I'-]..“_‘. tﬂ 2 EE 2z t:‘l. 2
E:1 3 ta 3 ta.a t:‘l. 2
tya fza fa.4 faa
I‘-J. =] tﬂ 3 tE.S t:‘l. =]

Fonte: Autores, 2021.

Como podemos observar na Figura 10, faremos a andlise das organizagdes
praxeoldgicas separadamente, subdividindo em quatro Tipos de Tarefas (T;), seguida de quatro
Tarefas (t;) e quatro subtarefas para cada Tarefa (¢; j),com1 <i<4el < j < 4. Alémdo
mais, ao finalizar a anélise dos dados coletados, é realizado um confrontamento entre a analise
a priori e a analise a posteriori, para que possamos observar se o delineamento previsto péde
ser cumprido apos a realizacdo da implementacao.

A vista disso, no intuito de responder a problematica de nossa pesquisa: quais as
praxeologias mobilizadas por estudantes do Ensino Médio durante a construgdo de férmulas
para o calculo de medidas de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch? Buscamos trabalhos
gue nos direcionassem para um olhar critico e organizacional a respeito dos dados coletados.
Logo, o trabalho de Silva e Almouloud (2013), que teve por objetivo realizar uma analise
praxeoldgica de algumas situa¢des que conduziam os alunos a realizar a construgédo de sélidos
por truncatura visando determinar seus volumes, nos auxiliou na conducéo da anélise de nossos
dados.

Para tanto, permeando as situacdes de analises, objetivamos investigar por meio da
Teoria Antropoldgica do Didatico as praxeologias mobilizadas por estudantes do Ensino Médio

61



durante a construcao de formulas de célculo de medidas de perimetro e area do Fractal 1lha de
Koch. Deste modo, o Capitulo 3 apresentara a analise dos dados, a qual contempla uma analise

a priori e a posteriori da Organizacdo Praxeologica.
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CAPITULO 3 ANALISE DA FASE EXPERIMENTAL

Neste capitulo, discorreremos acerca da analise a priori e a analise a posteriori da
Organizacao Praxeoldgica elaborada. Com isso, primeiramente, apresentaremos uma analise
que diz respeito a Organizacdo Praxeoldgica a priori, e assim, discutiremos acerca de uma
analise praxeoldgica que compreende a Organizagdo Matematica, argumentando por meio da
TAD a maneira que realizamos o estudo que delimitou o saber a ensinar de modo a definir o
objeto a ser estudado.

Por fim, realizaremos a andlise a posteriori, articulando os dados coletados por meio da
implementacdo com as bases tedricas que discutimos nessa pesquisa, destacando aspectos a
respeito dos momentos didaticos e do quarteto praxeoldgico elaborado por Chevallard (1998).
Desse modo, baseamos a nossa questdo norteadora em identificar as praxeologias mobilizadas
por estudantes do Ensino Médio durante a construcdo de formulas para o calculo de medidas

de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch.

3.1 Construcéao e analise a priori das situagdes experimentais

As andlises realizadas nesse momento sdo discutidas a priori, ou seja, antes de
abordarmos a situacdo da implementacdo em sala de aula. Henriques (2016) descreve a

importancia de se realizar esse tipo de analise, justificando seu entendimento:

Portanto, a apresentacdo da analise a priori dos resultados esperados mostra
no trabalho realizado a amplitude do conhecimento e da prética do
pesquisador sobre o seu objeto matematico de referéncia. Além disso, a
andlise a priori serve como referéncia para um Professor implementar uma
sequéncia de ensino correspondente em sala de aula (HENRIQUES, 2016, p.
10).

Assim, ao construirmos uma OD, por meio dos momentos de estudo de Chevallard
(1998), temos o objetivo de ensino e aprendizagem de uma OM. Com isso, realizamos uma
associacao entre uma praxeologia e um saber matematico.

Organizamos as analises a priori considerando o tipo de tarefa para cada etapa da
construcdo e da exploracdo do Fractal Ilha de Koch. Deste modo, identificamos as tarefas e as
enumeramos de t4, t,, t3 e t,, pois elaboramos quatro tarefas de modo a chegar ao nosso Objeto:
o célculo de medidas do perimetro e da area do Fractal llha de Koch. Também elaboramos

subtarefas' referentes a cada uma das tarefas, e posteriormente, indicamos a técnica, tecnologia

14 Utilizaremos essa terminologia para mencionar tarefas menores que sdo necessarias para cumprir a tarefa maior.
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e a teoria de cada uma das subtarefas. Organizamos tais informagdes nos quadros que seréo
indicados e em discussdes posteriores a cada um deles.

Inicialmente, apresenta-se o tutorial®® para que iniciam o encontro com as tarefas t.
Assim, com esse momento, é realizada a explicacdo da construcdo e exploracédo do Fractal Ilha
de Koch com o auxilio do software GeoGebra. Nesse sentido, para iniciarmos a construcao e
exploracdo do Fractal 1lha de Koch, faz-se necessario construir um tridngulo equilétero inicial
que designamos por Etapa 0. Tal tridngulo deve ser construido no GeoGebra, seguindo 0s
passos do tutorial elaborado e que sera disponibilizado aos participantes. O triangulo ficara

conforme a Figura 13, que esta no Quadro 3.

Quadro 3: Construgéo de cada uma das etapas do Fractal 1lha de Koch

Figura 11: Figura 12 Figura 13: Figura 14: Etapa | Figura 15: Etapa
Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2 1 com as etapaz | 2 com as etapas
anteriorss anteriores

Fonte: Os Autores, 2021.

O Quadro 3 sera utilizado para referenciar e esclarecer como fica cada uma das etapas
do Fractal que iremos abordar durante a analise a priori. Organizamos as analises a priori
considerando o tipo de tarefa para cada etapa da construcéo e da exploracdo do Fractal Ilha de
Koch. E, deste modo, identificamos as Tarefas e as enumeramos de 1, 2, 3 e 4. As subtarefas
referentes a cada uma destas foram indicadas posteriormente, e em seguida sé@o indicadas a
tecnologia, a teoria e a técnica referente a cada uma das subtarefas. Organizamos tais
informagdes nos quadros de 1 a 4, com discussdes posteriores a cada um deles.

O Quadro 4, a seguir, apresenta o tipo de tarefa, a técnica, a tecnologia e a teoria
previstas para os alunos durante uma aula de matemaética, de modo a explorar a generalizacdo

para o calculo da quantidade de segmentos em cada etapa da construgdo da Ilha de Koch.

Quadro 4: Anélise Praxeol6gica a priori do tipo de tarefa T

Generalizar o calculo da quantidade de segmentos em cada etapa da construcéo

Tipo de Tarefa T, do Fractal llha de Koch.

15 Apéndice A - Tutorial para a construgdo do Fractal Ilha de Koch.
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Tarefa ¢ Construir uma formula para o calculo da quantidade de segmentos em cada
1 etapa do Fractal Ilha de Koch.
Etapa Subtarefa Técnica Tecnologia 6 Teoria
tl-t:aﬁggggggga Nocéo de contagem e
q . Contar 0s segmentos um a conhecimento do Aritmética e
segmentos obtidos - -
um elemento figural Geometria
na Etapa 0 do “seomento”
Fractal. &
/\
T / 7 tl'ﬁ:aﬁ,{;gggggza Nog&o de contagem e
N\ / q . Contar os segmentos um a conhecimento do Aritmética e
< segmentos obtidos - -
/ \ um elemento figural Geometria
/ \ na Etapa 1 desse « »
— — segmento
\ / Fractal.
. a) Contar os segmentos 8) Nogdo de
t13: Encontrar a contagem e
quantidade de b) Multi Iuir(:a\?1 ; muantidade conhecimento do Aritmética e
segmentos obtidos q P % i elemento figural .
na Etapa 2 do e segmentos |§ ti ols na “segmento” Geometria
Eractal. etapa alnterlor4 (Etapa 1) por b) Nocdo de
proporgéo
t;4: Construir uma | Encontrar um fator comum
féormula para a entre todas as subtarefas x
. . Nocéo de A
quantidade de anteriores de modo a otenciacio e padrio Algebrae
segmentos obtidos | descrever a formula para a P ¢ P Geometria
. recorrente.
na Etapa n desse quantidade de segmentos
Fractal. em uma Etapa n.

Fonte: Os Autores, 2022.

Para complementar o quadro, descreveremos uma resposta que é possivel de ser obtida
para cada uma das subtarefas apresentadas no Quadro 4, que auxiliou na analise praxeoldgica
que culminou na identificacdo do quarteto praxeoldgico de cada subtarefa. No que diz respeito
a subtarefa t; ;, temos que uma resolucdo seria a contagem de cada um dos segmentos que
constituem o triangulo equilatero, totalizando trés segmentos, constituindo uma resposta para a
subtarefa t; ;.

Para a subtarefa t; ,, uma resolucdo que entendemos que seja possivel, trata-se em
contar os segmentos construidos na Etapa 1, chegando a uma quantidade de 12 segmentos, ou
também, podendo observar que 12 é 3 multiplicado por 4. Ponderamos que, por meio dessa
resolucdo, é possivel identificar o quarteto praxeoldgico vigente para essa subtarefa.

Uma primeira resolucdo possivel utilizada na subtarefa ¢, 5 é partir da mesma linha das
subtarefas anteriores e contar os segmentos, que resultam em 48, na Etapa 2. Outra resolugéo
que entendemos ser pertinente para essa subtarefa seria a realizagcdo de uma multiplicacéo, caso
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0 estudante observe gue o0 segmento da etapa anterior € acrescido de 4 novos segmentos e, como
ja haviamos feito uma iteracdo na etapa anterior, é possivel observar que o resultado pode ser
entendido como 3-4-4 = 3-42, ou seja, 48 segmentos. Ao observar o Quadro 4, podemos
notar que a técnica, tecnologia e teoria, foram identificadas por meio dessas resolucdes que
apresentamos.

A subtarefa t, 4, que completa o ciclo das subtarefas, é destacada pelo fato de ser a
construcdo da formula. Assim, nessa resolucdo, entendemos que deve compreender que em
cada etapa passa de 1 para 4 segmentos do triangulo construido na etapa anterior de maneira
que é preciso encontrar um fator comum entre as etapas, ou seja 4", mas como um triangulo
equilatero tem 3 lados, é preciso multiplicar por 3 a generalizacdo encontrada. Logo, a formula
para o célculo da quantidade de segmentos é 3 - 4™. Com essa resolucéo, foi possivel observar
0 quarteto praxeoldgico presente em uma subtarefa que objetivou na construcdo de uma formula
para a quantidade de segmentos.

O Quadro 4 especifica a analise praxeoldgica da tarefa t; prevista para estudantes do 2°
ano do Ensino Médio e, abaixo do quadro, apresentamos uma possivel resolucdo para que
elucidemos a anélise praxeologica de uma OM que desenvolvemos. Observe que ao serem
trabalhadas as subtarefas t; 1, t; 2, t1.3 € t; 4 COrrespondentes a tarefa t,, evidencia-se o trabalho
continuo com a Organizacdo Matematica. Assim, entendemos que essa é uma analise
praxeoldgica a priori do tipo de tarefa T;, que consistiu em uma analise matematica.

A seguir, apresentaremos aspectos fundamentais de uma analise praxeoldgica do tipo

de tarefa T, referente a tarefa t,, como esta exposto no Quadro 5.

Quadro 5: Andlise Praxeoldgica a priori do tipo de tarefa T,

Tio de Tarefa T Generalizar o célculo da quantidade de triangulos equilateros que sdo
P 2 construidos em cada etapa da construgdo do Fractal Ilha de Koch
Construir uma formula para o calculo da quantidade de tridngulos equilateros
Tarefa t,
em cada etapa.
Etapas Subtarefa Técnica T Tecnologia 0 Teoria
SN | s o d Nogéo de contagern
/ tr?an ulos equilateros Contar os triangulosum a | e conhecimento do | Aritmética e
9 g um elemento figural Geometria
obtidos na Etapa 0 e "
triangulo
\ desse Fractal
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/\ .| ta: Encontrara Nogao de contagem

quantidade total de Contar os triangulos uma | e conhecimento do | Aritméticae

trlangulos equilateros um elemento figural Geometria
obtidos na Etapa 1 cpin »
triangulo

desse Fractal.

. A t - Encontrar a a) Contar os tridngulos  p) Nocéo d_e contagem
NV N quzai;;cidade total de umaum e conhecimento do o
N triangulos equilateros b_) Multlpllc_aAr a elemgnto figural Arltmetlcg e
g obtidos na Etapa 2 qua_ntldade de trlangul_os “EHE?mgulO” i Geometria
VNV desse Fractal obtidos na etapa anterior p) Nogao de propor¢do
Ve ' (Etapa 1) por 4

Encontrar um fator

t, 4. Construir uma
24 comum entre todas as

formula paraa

. subtarefas anteriores de Nogéo de A
quantidade total de L x Algebra e
o L modo a descrever a potenciacéo e padrdo .

tridngulos equiléteros | ., . Geometria
obtidos na Etana n férmula para a quantidade recorrente.
P de tridngulos em uma
desse Fractal.
Etapa n.

Fonte: Autores, 2022.

Em vista do que foi descrito no Quadro 5, apresentamos uma possivel resolucao que
articule com a analise praxeologica realizada, ou seja, iremos escrever os célculos e
procedimentos necessarios para poder identificar a técnica, tecnologia e teoria de cada subtarefa
desenvolvida.

Para a subtarefa t,,, compreendemos que uma resolucdo possivel consiste na
observacgdo de que no Fractal, em sua Etapa 0, contém somente um triangulo equilatero, nesse
sentido, entendemos que seria necessario somente realizar a contagem desse triangulo obtido
nessa etapa. Podemos observar que essa resolugdo permitiu a identificacdo do quarteto
praxeoldgico disposto no Quadro 5.

Entendemos que para a subtarefa t, ,, a resolugdo consiste em contar os triangulos, ou
seja, é preciso atentar ao processo de construcdo desse Fractal, pois em cada lado do tridngulo
obtido na Etapa O é realizada a construcdo da Curva de Koch. Deste modo, considerando 0s
triangulos que foram obtidos na Etapa O e na Etapa 1, temos um total de 4 triangulos.

Para a subtarefa t, 5, que trata na Etapa 2 do fractal, entendemos que uma possivel
resolucdo seria a compreensao do padrdo recorrente, pois ao observar um dos lados do triangulo
referente a Etapa 1, é possivel identificar a constru¢do de um total de 4 tridngulos e, como tem
3 lados, entdo temos um total de 12 tridngulos. Portanto, como queremos todos os triangulos,
basta somar com os triangulos obtidos na Etapa 1, logo, obteremos um total de 16 triangulos.

Portanto, identificamos que na Etapa 2 tem-se 16 = 4 -4 tridngulos. Observe que nessa

67



resolucdo, distinta das anteriores, é preciso mobilizar outras nogdes matematicas para o
desenvolvimento da resolucdo dessa subtarefa.

O objetivo da subtarefa t, 5 € encontrar a quantidade de triangulos equilateros obtidos
para uma etapa qualquer desse Fractal de maneira que conclua uma generalizacdo para qualquer
etapa. Nesse sentido, temos entdo que uma possivel resolucdo estd em compreender que em
cada etapa ha um aumento de 4 tridngulos, sendo este o fator comum entre as etapas, assim,
para uma etapa qualquer temos 4™ triangulos, sendo esta a formula para o calculo da quantidade
de tridangulos. Com isso, essa subtarefa completa o ciclo para se resolver a Tarefa t,, uma vez
que precisou perpassar por todas as subtarefas anteriores, realizando sua analise praxeoldgica.

O Quadro 5 especifica a analise praxeologica da tarefa t, prevista para estudantes do 2°
ano do Ensino Médio. Observe que as subtarefas t, 4, t, 5, t, 3 € t, 4, COrrespondentes a tarefa
t,, evidenciam o trabalho continuo com a Organizacdo Matematica. Assim, entendemos que
essa é uma analise praxeoldgica a priori do tipo de tarefa T,, que consistiu em uma analise
matematica.

A seguir, apresentaremos alguns aspectos da analise praxeoldgica do tipo de tarefa T

referente a tarefa t5, como € exposto no Quadro 6.

Quadro 6: Analise Praxeol6gica a priori do tipo de tarefa T

Generalizar o calculo da medida do perimetro do Fractal em cada etapa de sua
construcédo
Construir uma formula para o calculo da medida do perimetro de cada etapa

Tipo de Tarefa Ty

Tarefa t4 do Fractal llha de Koch considerando o comprimento de cada segmento do
tridngulo inicial como sendo ¢
Etapas Subtarefa Técnicat Tecnologia 6 Teoria
ts;,: Encontrar a Somar a medida de Conhecimento do S
/ 3. p - Aritmetica,
medida do perimetro da cada segmento que elemento figural Alaebra e
figura obtida na Etapa compde a figura da “segmento”’; € nogdo Gegmetria
0 Etapa 0 de soma algébrica
Conhecimento do
N Encontrar a medida de “elementto ’1:.|gura~l
cataseqmentoeem | SERIL Lo
— t3,: Encontrar a seguida, multiplicar gebri s
\ > . : para obter a medida Aritmética,
\ ( medida do perimetro da essa medida pela de cada seqmento: Alaebra e
/ figura obtida na Etapa quantidade de o éog de ' Gegmetria
L . 1 segmentos obtida na €40 de
. multiplicacéo
1.2 algébrica para obter
a medida do
perimetro da figura
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Conhecimento do
Encontrar a medida de “elementto j.|gura~l
catasegmenocem | SRR
L3 Encontrar a seguida, multiplicar ara obter a r%\edida Avritmética
medida do perimetro da essa medida pela pde cada seamento: Algebra e’
figura obtida na Etapa quantidade de o éogde ' Gegmetria
2 segmentos obtida na a0 de
. multiplicacéo
13 algébrica para obter
a medida do
perimetro da figura
Encontrar um fator Nocéo de
. . comum entre todas as potenciacéo de
t;4: Construir uma - ; SE S
. . subtarefas anteriores de | ndmeros inteiros e Aritmética,
férmula para o célculo . A
. . modo a descrever a de nimeros Algebrae
da medida do perimetro , . N .
na Etana n formula para a medida fracionarios; Geometria
P do perimetro em uma proporcdo e padrédo
Etapa n. recorrente.

Fonte: Autores, 2022.

Tendo em vista que o Quadro 6 apresenta alguns elementos da analise praxeologica,
faremos agora a descri¢do das resolugfes que culminaram na realizacdo e identificacdo do
quarteto praxeoldgico mobilizado para cada subtarefa. Partindo disso, temos que na subtarefa
ts 1 compreendemos que ndo ha a necessidade de um comprimento fixo, por isso, consideramos
cada segmento do triangulo inicial como sendo c, ou seja, uma variavel. Deste modo, a
resolucdo que adotamos como sendo possivel, é observar que na Etapa 0, que representa um
tridngulo equilatero, temos 3 lados e cada um tem o comprimento ¢, de maneira a concluir que
0 perimetro pode ser dado por 3c.

Como consequéncia da subtarefa anterior, temos a subtarefa t5 ,. Para tanto, a resolucdo
gue permitiu que realizassemos a analise praxeoldgica disposta no Quadro 6 é observar que no
processo de construcdo do fractal, quando é realizado a construgédo da Curva de Koch divide-se
cada segmento em 3 partes iguais, gerando 4 segmentos advindos da curva, em cada lado do
triangulo.

Assim, observando que o comprimento de cada segmento na Etapa O era ¢ e como na

Etapa 1 é realizada a divisdo em 3 partes iguais, tem-se que 0 comprimento de cada segmento
da Etapa 1 corresponde a éc. Como foi encontrado o resultado da subtarefa t, ,, que consiste
na quantidade de segmentos, resta realizar a multiplicacdo de ambos os valores. Portanto, o
perimetro na Etapa 1 é 12 -%c, ou podemaos reescrever da forma 3 - 4 - éc, sendo o perimetro

nessa etapa.

No que se refere a resolucdo da subtarefa t5 5, temos um fato a ser considerado: a medida

. . ) 1
de cada segmento na etapa anterior, ou seja, na Etapa 1 o comprimento representava EC’ nesse
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sentido, para a Etapa 2 temos que observar que cada segmento foi dividido em 3 partes iguais

2
. . 11 1 -
novamente, de maneira que a medida do segmento na Etapa 2 é 33C= (g) c. Assim, o

perimetro na Etapa 2 € a multiplicacdo da quantidade de segmentos pelo seu comprimento,

2
. . 11 1 ~
portanto, o perimetro é 48 - 33€= 3-42%. (5) c. Com essa resolucéo, observamos que foram

mobilizadas outras no¢Ges matematicas, permitindo identificar a técnica, tecnologia e teoria.
Para finalizar, temos a subtarefa t3 4, e esta faz o fechamento da Tarefa t5, a qual

realizamos uma andlise praxeoldgica por meio da resolucao que descreveremos nesse momento.

. oy- . ;1
Assim, utilizando os dados das subtarefas anteriores, temos que de cada segmento é SCem cada

. . , 1\ .
etapa, a férmula do comprimento de cada segmento em uma etapa qualquer ¢é a (5) c. Assim,

temos a informacdo de que a quantidade de segmentos obtidos em qualquer etapa é 3 - 4™,

portanto, basta fazer uma operacéo algébrica entre esses resultados, ou seja, a formula para o
. . 1\ . .
perimetro em uma Etapa n para esse Fractal é 3 -4"- (5) c. Com isso, concretiza-se a

resolucdo que permitiu realizar a analise e identificar o quarteto praxeolégico.

O Quadro 6 apresenta uma especificacdo acerca da analise praxeologica realizada para
a tarefa t5, que foi prevista para estudantes do 2° ano do Ensino Médio. Assim, entendemos as
subtarefas ts 4, t3,, t33 € t34 correspondentes a tarefa t;, como sendo indicado o trabalho
continuo com a Organizacdo Matematica. Desse modo, compreendemos que essa € uma analise
praxeoldgica a priori do tipo de tarefa T, que consistiu em uma analise matematica.

A seqguir, apresentaremos uma parte da andlise praxeoldgica do tipo de tarefa T,

referente a tarefa t,, como € exposto no Quadro 7.

Quadro 7: Andlise Praxeoldgica a priori do tipo de tarefa T,

Tino de Tarefa T Generalizar o calculo da medida da area do Fractal Ilha de Koch em cada
P 4 etapa de sua construcdo
Tarefa ¢ Construir uma formula para o calculo da medida da area de cada etapa do
4 Fractal Ilha de Koch considerando A, a area do tridngulo inicial
Etapas Subtarefa Técnica Tecnologia 0 Teoria
/ \ t41: Encontrar a area da Considerar a area l\éoitr;]figrgfe;r;zggrgéa
4.1 H H A
figura obtida na Etapa 0 prevista no enunciado enunciado Algebra
da Tarefa fy
matematico
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A . Conhecimento do
ya Encontrar a medida da elemento figural
— M~ area dos triangulos A o o o
\ / t,,:Encontrar a drea da acrescentados nessa triangulo”; nocdo Aritmetica,
4 \ fi4'f1.ra obtida na Etapa 1 etapa e somar com a geometrica de area; Algebra e
/ \ 9 P tap . nocéo de Geometria
N — area da etapa anterior R
\ multiplicacéo
\/ (Etapa 0) -
algébrica
. Conhecimento do
Encontrar a medida da .
area dos tridngulos elemento figural
) , “tridangulo”; nogéo Aritmética,
t43: Encontrar a area da acrescentados nessa o o <
figura obtida na Etapa 2 etapa e somar com a geométrica de area; Algebra &
) . nocéo de Geometria
area da etapa anterior RAR
multiplicacéo
(Etapa 1) o
algébrica
Nogéo de
potenciacao de
Encontrar um fator nameros inteiros e
t4 4: Construir uma comum entre todas as de ndmeros Aritmeética
férmula para o célculo | subtarefas anteriores de fracionarios; Algebra e’
da medida da area na modo a descrever a multiplicacéo e .
. . ~ . Geometria
Etapan formula paraa medida | padrdo recorrente;
da area em uma Etapa n. nocéo de
progressdo
geomeétrica

Fonte: Autores, 2022.

Como podemos observar no Quadro 7, é apresentada uma analise praxeoldgica que
realizamos para a Tarefa t, e suas subsequentes subtarefas. Deste modo, nos préximos
paragrafos descreveremos as resolucdes que nos baseamos para identificar a técnica, tecnologia
e teoria.

Para iniciar essas resolucgdes, temos a subtarefa t, ;, que é resolvida utilizando o préprio
dado que o enunciado apresenta, assim, entendemos que a resolugdo é utilizar um termo
genérico no calculo da area na Etapa 0 (4,). Ressaltamos que a area de um triangulo equilatero

. . €23 S .
é dada pela formula 4, = T‘/_. Portanto, desde o inicio da nossa proposta, consideramos 4,

como sendo a area da Etapa 0. Observe que para essa é uma solucdo simples, contudo, foi
necessaria a mobilizacdo de no¢fes matematicas que se perfazem durante a vida estudantil.
Na sequéncia, tem-se a subtarefa t, ,, na qual entendemos que uma resolucéo possivel

se inicia a partir da utilizacdo da area inicial como sendo A, na Etapa 0. Com isso, na Etapa 1,
direciona-se para uma conclusdo de que os tridngulos gerados tém area igual a% do triangulo
inicial. 1sso acontece porque no interior do tridngulo inicial é obtido um total de 9 tridngulos
equilateros menores, gerando uma area igual a % da area inicial, ou seja, %AO, conforme
exemplifica a Figura 16. Como foram gerados 3 triangulos nessa etapa, tem-se que a area deles

1 .
corresponde a 3 5‘40’ obtendo como resultado o seguinte:
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Figura 11: Area dos tridngulos gerados na Etapa 1

Fonte: Autores, 2022.

Portanto, com essas discussdes, podemos observar que a area do Fractal Ilha de Koch
na Etapa 1 é A; = Ag+3 -%-AO =A,+ % - Ay, lembrando que toda etapa iterada deve ser
somada com a area inicial.

Foi concluido na subtarefa t, , que a area do triangulo gerado corresponde a % da area
inicial. Assim, com auxilio do resultado anterior, entendemos que uma resolucdo possivel para

a subtarefa t, 5, correspondente a Etapa 2, é encontrar as areas dos tridngulos gerados e a area

total desse Fractal nessa etapa. Como sdao gerados triangulos menores quando comparados a

. “n . 1 1 .
etapa anterior, observa-se que um tridngulo dessa etapa corresponde a uma area de 55 da area

2
inicial, ou (5) Ay, pois ocorre de maneira similar ao apresentado na Figura 16. Desse modo,

sabemos que foram gerados 12 tridngulos nessa etapa, como observado na subtarefa t, 5, € com
isso, é realizada a multiplicacdo da quantidade de segmentos pela area dos triangulos gerados
nessa etapa. Assim, temos que a &rea de todos os tridngulos gerados nessa etapa corresponde a
2
1
3-4-(3) Ao
A partir dessas considerac@es, conclui-se que a area do Fractal Ilha de Koch na Etapa 2

equivale a soma de todas as areas das etapas anteriores com a obtida nessa etapa. Portanto, a

2
areada Etapa2 e A, = Ay + % “Ag+3-4 (%) A,. Logo, realizando a manipulagéo algébrica,

é possivel identificar possiveis padrdes, concluindo que A, = Ay + % A + % . %AO, na Etapa

2. Observe que nessa resolucdo, diversas no¢cdes matematicas precisaram ser utilizadas para
chegar na sua resolucdo, desse modo, permitiu que pudéssemos apresentar uma analise
praxeol6gica mais ampla para essa subtarefa.

Como forma de ampliar a compreensdo dessa resolugdo, apresentamos uma proxima

etapa para que elucide melhor o caminho tomado para o desfecho da Tarefa t,. Nesse sentido,
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2
para uma possivel Etapa 3, temos a area como sendo Az = A, + § “Ag+3-4 (%) Ay +3-
2 (1)3 : « . . _ 1 1
4 (g) Ay, e efetuando uma manipulacdo algeébrica, conclui-se que A; = A, +5A0 +3

2
%AO + % (g) A,. Lembrando que esse paragrafo estd como forma de complementariedade

para compreensdo das subtarefas, mas a Etapa 3 ndo faz parte do escopo da Organizacdo
Matematica.

Assim, como desfecho, apresentamos uma resolugdo possivel para a subtarefa t, 4, na
qual temos a férmula para o célculo da medida de area na Etapa n que pode ser dada na sua

1 1[4 1 (4\? 14\ 1 .
forma extensa por A, = A, +§.A0 +§(§) Ay "‘5(;) Ay + -+ 5(3) A, em que foi

possivel identificar o fator comum. Mas também € possivel, utilizando a férmula da soma da

progressdo geométrica (P.G.), caracterizar em uma outra forma de resolucéo, na qual, aplicando

A1(q™-1)

a formula da soma da P.G., temos A,, = 1q — em que q é a razdo dada por q = % dessa
- 1

. ‘ . 4 ~ . 7
forma, ao realizar os calculos, conclui-se g = 5 a razao. Basta aplicar na formula da soma da

. . 8 3/4\" .
P.G. e concluir que a 14,51 € A, = 4 (E_E(S) ) Ainda, como forma complementar,

podemos considerar outra resolucdo, utilizando somatdrio, ou seja, teriamos que A, =

i-1
A, (1 +%Z{'§1 (g) ) Para tanto, a subtarefa t,s € realizada, fechando a Tarefa t, e

contribuindo para a formagdo da OM desenvolvida.

Ao discutir sobre as subtarefas referentes a tarefa t,, uma parte de nossa analise a priori,
que estdo dispostas no Quadro 7, é apresentada uma analise praxeolégica, em que foi prevista
para estudantes do 2° ano do Ensino Médio. Assim, entendemos que as subtarefas t, 1, t4 5, tas
e t, 4 correspondentes a tarefa t,,, se apresentam como um trabalho continuo com a Organizacéao
Matematica.

Para tanto, por meio do que foi descrito até 0 momento, temos a analise praxeoldgica a
priori que realizamos, sendo que objetivamos em quatro tarefas para a construcédo de formulas
do Fractal Ilha de Koch. Isso foi possivel gracas ao auxilio do aporte teérico-metodoldgico
adotado para essa pesquisa. Na proxima secao, apresentaremos os dados coletados, de modo a

realizar uma analise praxeoldgica das resolugdes realizadas pelos estudantes.
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3.2 Experimentacéo e analise dos momentos didaticos

Durante a realizacdo da implementacdo, fase experimental, pudemos observar, com o
desenvolvimento da aula, o desenrolar dos momentos didaticos e suas particularidades para
cada momento. Nesse sentido, iremos descrever e analisar os momentos didaticos realizados
pelos pesquisadores durante a implementacao proposta.

A fim de analisar os momentos didaticos (CHEVALLARD, 1998; ARTAUD, 2018) que
ocorreram durante a implementacdo, os elencaremos a seguir para relembrar, uma vez que
foram apresentados em sec¢des anteriores. Nesse sentido, apresentamos que:

e A primeira funcdo de estudo € o momento do primeiro encontro com o tipo de
tarefa T;

e A segunda funcdo de estudo é explorar o tipo de tarefa T

e A terceira funcdo de estudo é o0 momento tecnoldgico-teérico [6, 0];

e A quarta funcdo de estudo é o momento de trabalho com a organizacdo
matematica, ou seja, com a técnica em diferentes tarefas;

e A quinta fungdo de estudo é o momento da institucionalizacéo;

e A sexta funcdo de estudo é o tempo de avaliagdo (ARTAUD, 2018, p. 149-151).

Tendo em vista estes momentos, destacamos que eles ndo ocorrem, necessariamente,
em ordem cronoldgica, pois as fungdes de estudo podem transitar pela implementacéo diversas
vezes e em diversas situa¢fes durante uma aula de matematica. Almouloud (2007, p. 124) segue
o mesmo entendimento, destacando que “os momentos didaticos sdo, primeiramente, uma
realidade funcional do estudo, antes de ser uma realidade cronolégica”. Uma vez explicitado
isso, destacamos a importancia de usar os momentos didaticos para a elaboragdo de uma
Organizagdo Didatica. Artaud (2019) explica que para realizar uma analise precisamos realizar
uma diferenciacao, isto é:

A analise de qualquer processo de estudo requer distinguir a organizacdo ou
praxeologia do saber que modela o que estd em jogo no estudo, o "coragdo"
do sistema didatico [...], da organizagdo ou praxeologia didatica que permite
0 estudo do conhecimento. Ressalta-se que os conhecimentos considerados
como parte do estudo podem ser de qualquer natureza, inclusive didatica
(ARTAUD, 2019, p. 248, tradugdo nossa).®

16 1’ analyse de tout processus d’étude nécessite de distinguer 1’ organisation ou praxéologie de savoir qui modélise
ce qui est enjeu de I'étude, le « cceur » du systéme didactique S (X, Y, #), de "organisation ou la praxéologie
didactique qui permet I'étude du savoir. On notera que le savoir considéré comme enjeu de I’étude peut étre de
toute nature, y compris didactique.
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Desta maneira, devemos estar cientes dessa diferenciacdo, uma vez que a OD modelada
estd permitindo o estudo do conhecimento matematico Fractal Ilha de Koch. Em razéo disso,
Chevallard (1999) destaca que o modelo de momentos de estudo enfatiza a importancia em que
um professor deve atribuir na elaboracéo de uma OD que se objetiva no ensino e aprendizagem
de uma OM. Assim, entendemos que 0s momentos didaticos sdo significativos para esta
pesquisa, tendo em vista que sdo importantes para a analise dos dados coletados na
implementacdo, porque contribuem na compreensao das técnicas e das justificativas que sdo
utilizadas pelos estudantes para executar aquele tipo de tarefa.

Para tanto, considerando o0s aspectos mencionados anteriormente, faremos,
primeiramente, uma contextualizacdo da estrutura que seguimos para realizar a implementacéo.
Depois, utilizaremos dos momentos didaticos para realizar a analise da OD que elaboramos a
fim de construir as formulas para o perimetro e para a area do Fractal Ilha de Koch. Desse
modo, a implementacdo seguiu algumas diretrizes que foram elaboradas previamente na
Organizacdo Didatica, pois foram auxiliadas pelas discussdes provenientes das aplicacfes
piloto.

Assim, a implementacédo da pesquisa ocorreu com estudantes do 2° ano do Ensino Médio
em um Colégio Estadual, localizado ao noroeste do Parand, nos dias 27 e 29 de setembro de
2021, com duragdo de 4 horas aula, divididas em 2 horas aulas para cada dia.

As tarefas (Apéndice B) foram divididas em quatro etapas, perpassando pelas etapas da
construcdo do Fractal Ilha de Koch, sendo as tarefas correspondentes a Etapa 0, as tarefas
correspondentes a Etapa 1, e assim por diante, na Etapa 2 e na Etapa n. Todas essas tarefas,
tinham por objetivo encontrar a quantidade de segmentos; a quantidade de tridngulos; o
perimetro e a area do Fractal Ilha de Koch em cada uma das Etapas, de modo que a Etapa n
proporcionasse a generalizacdo (férmula) a ser construida. Cada uma dessas etapas teve o
auxilio do software GeoGebra para realizar a construgdo do Fractal.

Durante a realizacdo da construcéo e resolucdo das tarefas, os participantes seguiam o
tutorial disponibilizado a eles. Cada uma das tarefas foi realizada pelos participantes em folhas
avulsas que foram entregues nos momentos oportunos. As folhas eram coloridas, sendo a folha
branca correspondente a Etapa 0, a folha verde correspondente a Etapa 1, a folha rosa
correspondente a Etapa 2, a folha amarela para a Etapa n. Apos a realizacao de cada etapa do
fractal, e consequentemente suas tarefas, os participantes entregavam a folha com as resolucdes
aos pesquisadores, porém, eles anotavam antes as suas resolu¢cdes em uma tabela que esta

disposta nos Apéndices A e B, que também foi entregue a eles junto com o tutorial.
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Para tanto, a realizagdo das tarefas ficou condicionada & construgdo do Fractal no
GeoGebra, ou seja, ap0s a construcdo do Fractal na Etapa 0, o estudante realizou o
desenvolvimento das tarefas constantes na folha referente a Etapa 0. A folha com a resolucéo
das tarefas da Etapa O foi entregue aos pesquisadores, que depois disponibilizaram a folha com
as tarefas da Etapa 1. Devido a dificuldade dos estudantes em lidar com o software e resolver
as tarefas, os pesquisadores compreenderam que o contrato didatico estabelecido sobre a
resolucdo das tarefas da Etapa 0, seguida da sua formalizacio®’, deveria ser modificado. Neste
sentido, a construgdo do fractal foi realizada no Laboratorio de Matematica, desde a Etapa O até
a Etapa 2 (alguns estudantes fizeram até a Etapa 3) e a sua explora¢do matematica, por meio de
tarefas, foi discutida e formalizada somente no proximo encontro. Sendo assim, no proximo
encontro, foram discutidas as resolucdes das tarefas das Etapas 0 e 1, e posteriormente
disponibilizadas as tarefas da Etapa 2, seguida da sua formalizacéo, e as tarefas da Etapa n
seguidas também da sua formalizacdo.

Partindo disso, chegamos a segunda parte mencionada, a analise da OD por meio dos
momentos didaticos, ou seja, descreveremos 0s acontecimentos e 0s analisaremos segundo a
TAD.

De maneira implicita, consideramos, para além do que foi mencionado, trés postulados
citados por Almouloud (2007, p.114), que indicam que o quarteto praxeologico “permite
modelar as praticas sociais em geral e, em particular, a atividade matematica”. Sdo eles:

e Toda pratica institucional pode ser analisada, sob diferentes pontos de vista e
de diferentes maneiras, em um sistema de tarefas relativamente delineadas.

e O cumprimento de toda a técnica decorre do desenvolvimento de uma técnica.

¢ A ecologia das tarefas, quer dizer, as condicOes e restricdes que permitem sua
producao e sua utilizacdo nas instituicoes.

Para tanto, concebemos esses postulados como critérios norteadores para 0
desenvolvimento da descricdo e analise da Organizagdo Didatica. A partir dos critérios e
perspectivas apresentados, até entdo, permeamos aos acontecimentos que foram observados e

anotados durante a pesquisa.

17 Entendemos que ao entregar aos pesquisadores a folha com a resolucéo das tarefas antes da formalizagéo, os
estudantes envolvidos ndo encontram possibilidades de alteracdo nos dados a serem coletados. Assim, apds o
desenvolvimento de cada uma das tarefas propostas nas etapas do fractal, os estudantes entregam o material para
que possamos realizar o fechamento de cada tarefa, sem que os dados coletados sejam contaminados pelos
direcionamentos dos pesquisadores.
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A implementacéo se iniciou quando os pesquisadores realizaram uma introducdo, por
meio de slides, a respeito da Geometria Fractal, ou seja, nesse momento foi feio uma explicacdo
acerca do que € um fractal, suas particularidades e caracteristicas principais, assim como uma
contextualizacdo histdrica a respeito dessa geometria. Entendemos que € necessaria a utilizacdo
desse momento introdutdrio para que o estudante possa ter seus primeiros contatos com o objeto
matematico, de maneira que possam visualizar algumas formas e fractais diferentes. Com isso,
foi direcionado o estudo para o Fractal llha de Koch, pois este era o objeto de pesquisa a ser
explorado pelos estudantes participantes.

Entendemos que esse processo introdutorio é importante, pois, ao explanar tais
informacdes, situa os estudantes no campo matematico em que sera estudado. Apoés isso,
entregamos as tarefas correspondentes a cada etapa do fractal, de modo que as tarefas
correspondentes a Etapa 0 sdo entregues ap6s a construcdo do fractal em sua Etapa 0. Depois
de resolvidas estas tarefas, cada estudante devolve sua folha preenchida e recebe a folha das
tarefas da Etapa 1, que serdo respondidas ap0s a constru¢do do fractal em sua Etapa 1, e assim
sucessivamente. Ao receber cada uma das tarefas, em cada uma das etapas de construcéo,
entendemos que ocorre o primeiro encontro com as tarefas, ou seja, ¢ o encontro “que marca o
inicio de um processo de estudo de T, isto é, 0 que torna a tarefa T (como um novo evento)
enquanto tipo de tarefa problematico” (ARTAUD, 2018, p. 149). Almouloud (2007) explicita
gue esse € 0 momento em que 0s estudantes realizam o primeiro encontro com uma organizacao
praxeoldgica por meio de tarefas. Esse fato ocorre em nossa pesquisa por meio das tarefas
correspondentes a cada etapa do fractal.

Nesse sentido, os estudantes tém o contato com os tipos de tarefas T;,T,, T5 e Ty, pois
“este momento consiste em encontrar a OM por meio de, pelo menos, um dos tipos de tarefas
que a constituem [...]” (ALMOULOUD, 2007, p. 124). Assim, as tarefas e suas respectivas
subtarefas sdo apresentadas e dispostas no decorrer da implementacdo, caracterizando os
primeiros momentos que ocorrem durante os contatos com as da Etapa 0, as da Etapa 1, assim
por diante, até a Etapa n. Desse modo, observamos que nesse momento, de acordo com a
ecologia didatica apresentada por Chevallard (1991) e Artaud (1998), o software GeoGebra
pode ser considerado como habitat do Fractal Ilha de Koch para ser (re)introduzido na Educacgéo
Basica.

Seguindo os mesmos principios, entendemos que o objeto matematico foi introduzido
nesse ambiente escolar, uma vez que observamos o0s estudantes e eles ndo detinham

conhecimentos a respeito do GeoGebra e ndo apresentavam conhecimentos prévios do Fractal.
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Com isso, objetivamos que nesse momento o GeoGebra fosse considerado como o habitat do
fractal para estes estudantes.

Em seguida, inicia-se a exploracdo do tipo de tarefa T e consequentemente, das suas
tarefas (ARTAUD, 2018). Nesse caso, entendemos que ao iniciar a exploracdo das subtarefas
correspondentes aos tipos de tarefa T, T,, T; e T,, 0s estudantes comecaram a esbocar uma
técnica para que possam verificar a sua validade. Dessa maneira, seguimos 0 mesmo
entendimento de Almouloud (2007, p.124) em que ele descreve que nesse momento “tem-Se a
exploracgao das tarefas e o inicio da elabora¢ao de uma técnica para resolver esse tipo de tarefa”.
Isto €, esse € um momento exploratério para os alunos, uma vez que eles comegcam a questionar
e buscar uma técnica viavel para responder estas subtarefas.

Com a finalizagdo da exploragdo matematica das tarefas correspondentes as etapas do
fractal, que foram realizadas de maneira autbnoma*® pelos estudantes, sio discutidas as técnicas
apresentadas pelos alunos, de maneira que as torne compreensiveis para todos os presentes, pois
inicia-se 0 momento de justificar a técnica e discutir sua validade.

Entendemos que esse momento estd perpassando toda a implementacdo, desde o
primeiro momento didatico apresentado, uma vez que, além de ser o momento que desenvolve
0 bloco tecnologico-tedrico, ele se aperfeicoa conforme o desenvolvimento do estudo. Melhor
dizendo, Almouloud (2007, p. 125) destaca que este momento “comega a se constituir desde o
primeiro encontro, tornando-se cada vez mais preciso no decorrer do estudo”.

Em seguida, inicia-se 0 momento do trabalho com a OM elaborada (ARTAUD, 2018),
ou seja, ao trabalhar os tipos de tarefas Ty, T,, T5 e T, por meio das suas respectivas subtarefas,
observa-se essa funcédo de estudo, pois é quando os estudantes estdo efetivamente trabalhando
com a Organizacdo Matematica e mobilizado suas técnicas.

Compreendemos que isso ocorre desde 0 momento didatico que realiza a exploracao da
OM, pois ao entregar as tarefas referentes a cada etapa do fractal, os estudantes efetivamente
realizam o “trabalho com a técnica em diferentes tarefas, que pode, eventualmente, ser
aperfeicoada pela sua mobilizagdo relativa a um conjunto de tarefas qualitativamente e
quantitativamente representativas da organizacdo matematica em jogo (ALMOULOUD, 2007,
p. 125).

Artaud (2018, p. 151) explica que esse momento didatico “¢ geralmente realizado nas

organizac@es didaticas configuradas no ensino secundario atravées de dispositivo de resolucdo

18 Compreendemos como estudantes autdnomos, que realizaram as subtarefas de modo independente e sem
interferéncia direta dos pesquisadores.
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de exercicios, as técnicas de resolugdo sdo baseadas nesses dispositivos e podem ser diversas”.
Assim, conforme explicitado, a implementacdo foi realizada no Ensino Médio (no nivel de co-
determinacédo considerado como a Pedagogia), em que ao analisar a Organizacdo Matematica
(como vemos na subsecdo anterior), observamos a mobilizacéo de diversas técnicas que foram
desenvolvidas pelos estudantes, assim explicitado na analise da OM.

Na sequéncia, temos 0 momento da institucionalizacdo (ARTAUD, 2018), que ocorre
quando propicia “além do trabalho de sintese e formulagao de toda a OM produzida, inclui a
amalgamacao desta OM e as OM estudadas anteriormente [...] (ARTAUD, 2018, p. 151). Neste
momento, institucionalizou-se as férmulas para as quantidades de segmentos, de triangulos,
para as medidas de perimetro e area, do fractal llha de Koch com suas respectivas justificativas.

Desse modo, discutimos com os estudantes uma possivel técnica, ou seja, realizamos
uma formalizacdo das tarefas propostas para que ap6s a exploracdo matematica realizadas pelos
estudantes, pudessem elucidas acerca das nogdes matematicas envolvidas naquela determinada
tarefa, consequentemente, sua subtarefa. Assim, ao apresentar essa formalizacdo, de maneira
que contribuisse para a aprendizagem das tecnologias e teorias envolvidas. Assim,
caracterizamos do que se trata essa Organizacdo Matematica elaborada, distinguindo os
elementos que os auxiliaram e que fazem parte da Organizacdo Didatica, que direcionou o
estudo e o ensino do objeto matematico. Portanto, compreendemos que esses momentos
apresentados na andlise dos tipos de tarefas T,,T,, T3 eT, foram possiveis gracas aos
fendmenos observaveis, imaginaveis e condi¢des que incitaram o acontecimento deste estudo
(CHEVALLARD, 2018), propiciando a manifestacdo das funcdes de estudos na andlise desta
OD.

Finalmente, chegamos ao momento da avaliacdo, que consideramos importante, uma
vez que o professor realiza um estudo acerca das solucOes apresentadas pelos estudantes
(ALMOULOUD, 2007). Entao, avaliamos a OD que permitiu o desenvolvimento da OM, de
maneira a observarmos os acertos e os fracassos que foram apresentados pelos estudantes e
pelos pesquisadores.

A medida em que realizamos as observacdes e anota¢des durante a implementacéo,
verificamos que a realizacdo das subtarefas ndo estava ocorrendo conforme o previsto no
contrato didatico definido, pois constatamos que os alunos apresentavam dificuldades no trato
com o software e nas resolugdes das tarefas, simultaneamente. Desde modo, com o intuito de
proporcionar uma aprendizagem sobre 0 assunto, mudamos a maneira como estavamos
adotando na implementacéo, ou seja, primeiramente, 0s estudantes seguiram suas atividades de

construgdo junto ao software GeoGebra, caracterizando-o como como uma forma de
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(re)introduzir os fractais na Educacédo Bésica; e depois, eles realizaram a exploracéao das tarefas
sem o auxilio do software, ou seja, utilizaram somente os materiais e anotagc6es dispostas pelos
estudantes e pesquisadores.

Deste modo, as tarefas referentes a Etapa O e as tarefas referentes a Etapa 1 foram
realizadas de maneira concomitante com o GeoGebra, e ao final destas etapas, os pesquisadores
discutiram com os estudantes as suas técnicas e resolucdes. Com a observacao de que 0S
estudantes apresentavam dificuldades para a realizacdo em conjunto com o software, optamos
entdo pela renegociac¢ao da implementacéo, na qual os estudantes fariam a construcao do fractal
em um encontro de 2 horas aulas, e a sua exploragdo matematica (resolucdo das tarefas) no
proéximo encontro.

Conforme a analise da OM realizada na se¢do anterior, observamos que existem casos
de estudantes que néo realizaram ou que fizeram de modo incorreto as subtarefas. Com isso,
temos 0 mesmo entendimento de Chevallard (2018), que esclarece que alguns fatores podem
incitar na impossibilidade de os estudantes desenvolverem uma técnica adequada para a tarefa
que esta sendo proposta.

Para estes casos, elencamos alguns desses fatores a serem considerados que levaram as
impossibilidades da resolucdo destas subtarefas: consideramos a dificuldade apresentada para
se aproximar com o GeoGebra, as nogdes basilares de geometria e algebra que ndo se
apresentaram bem estabelecidas pelos estudantes, fatores como a falta de atencédo e a propria
ndo compreensdo do enunciado proposto. Situagcdes como essas foram o motivo pelo qual foi
necessario realizar uma discussdao, decidindo por uma nova maneira de abordar a
implementacéo.

Desse modo, identificamos que o0 momento da formalizacdo foi crucial, visto que os
estudantes escreviam em folhas separadas suas resolucdes e apds isso, 0s pesquisadores
realizaram a formalizagéo das subtarefas. Assim, identificamos que houve estudantes que ndo
apresentaram uma técnica que possibilitasse apresentar uma resposta vidvel para as tarefas,
assim como, estudantes que a realizaram de maneira incorreta. Portanto, consideramos 0s
mesmos fatores mencionados anteriormente para compreender 0os motivos pelos quais esses
estudantes ndo realizaram ou fizeram de maneira que nao respondesse 0 objetivo proposto pela
subtarefa. Esperavamos que os estudantes fizessem uma generalizacdo matematica constituindo
as formulas de medidas de perimetro e area do fractal a ser explorado, e mesmo que 0 sucesso
ndo tenha sido obtido com todos os estudantes, compreendemos que as tarefas propostas
provocaram conjecturas por parte dos alunos e compreensdo do comportamento geométrico e

algébrico do fractal llha de Koch.
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Contudo, entendemos que a OP elaborada e analisada propiciou conhecimentos acerca
da Geometria Fractal, assim como um momento de reflexao para os estudantes que precisaram
relembrar noc¢des da sua formacao escolar. Assim, compreendemos que o desenvolvimento
dessa Organizacdo Didatica voltada para o ensino e aprendizagem da Organizacdo Matematica
se apresentam pertinentes para a utilizagéo e (re)introducdo do Fractal 1lha de Koch por meio

do habitat GeoGebra na Educacao Basica.

3.3 Analise a posteriori e validagao

As analises realizadas nessa sec¢ao sao discutidas a posteriori, ou seja, apds a coleta dos
dados que foi propiciada pela implementacdo em sala de aula. Assim, esse € 0 momento de
olhar para todos os dados obtidos durante a implementacao, desde os materiais produzidos pelos
alunos as observacdes dos pesquisadores, constituindo a selecdo e realizando o tratamento dos
dados de modo a obter uma analise a posteriori.

Quando realizamos a organizagdo dos dados, devemos observar que “a analise a
posteriori deve permitir obter conclusbes significativas em torno do processo ensino-
aprendizagem do objeto matematico visado na instituicdo de referéncia e/ou de aplicacao”
(HENRIQUES, 2016, p. 12). Para complementar, os critérios de analise utilizados sdo evocados
elementos da propria pesquisa a qual foi elaborada e controlada pelos pesquisadores se
baseando na OP e suas particularidades, assim como a analise a priori prenunciada.

Partindo do que foi exposto, entendemos a analise a posteriori quando identificamos o
saber ensinado (CHEVALLARD, 1991), ou seja, por meio da implementacdo da OP. Dessa
forma, serd possivel identificar quais saberes que os estudantes evocaram, especificando na
particularidade da Organizacdo Didatica por meio dos momentos didaticos, e da Organizagédo
Matematica mediante ao quarteto praxeologico.

Considerando tais aspectos, as subsecdes a seguir apresentardo a analise dos dados, a
qual utilizara, na OM, os materiais produzidos pelos estudantes para identificar e analisar os
quartetos praxeologicos mobilizados durante a implementacdo. No que diz respeito a OD, esta
utilizara das observacGes dos pesquisadores e do diario de campo. Optamos por analisar,
primeiramente, a OM, ja que para descrever os momentos que compdem a OD se faz necessario
a analise da OM com vistas a identificar os quartetos praxeologicos mobilizados pelos
estudantes durante a resolucdo das tarefas. Portanto, na subsecdo a seguir apresentaremos a
anélise a posteriori da Organizagdo Matematica.
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Para compor o escopo da analise, realizaremos, nessa subsecdo, uma descricdo do
quarteto praxeologico, visando evidenciar as técnicas mobilizadas pelos estudantes.

Para isso, organizamos as analises em cada tipo de tarefa T, nas técnicas, as quais
denominaremos de ti para se referir as mobilizadas na implementacdo da tarefa t e suas
respectivas subtarefas, compondo, assim, o bloco saber-fazer. O uso do indice i se faz
necessario para diferenciar as técnicas da analise a priori das técnicas da andlise a posteriori,
uma vez que as técnicas mobilizadas durante a implementagdo nem sempre corresponderam as
técnicas descritas na analise a priori. Isso vale para os demais casos em que o indice i aparece.
Em seguida, teremos a tecnologia i e teoria ©i (seguindo a mesma ideia a qual denominamos
a técnica), constituindo o bloco tecnoldgico-tedrico. Neste momento, convém explicarmos que,
embora tenhamos encontrado uma mesma técnica, ou tecnologia ou teoria, em subtarefas
diferentes, estas serdo identificadas de acordo com as subtarefas as quais estardo se referindo,
por exemplo, no caso da subtarefa t, , iremos especificar as suas componentes praxeologicas
como [Ty, Tii 24, 01121, 0i124], €M que se apresenta a mobilizacdo de uma primeira técnica,
tecnologia e teoria, respectivamente, para o caso da subtarefa t, ,, do tipo de tarefa T;.

Para a identificacdo dos participantes, utilizaremos a codificacdo “E” referindo-se a
estudante e a um numero sequenciado, assim, cada estudante recebera um cddigo especifico,
que é discorrido da seguinte forma: E1, E2, ..., E9. Com isso, 0 quarteto praxeoldgico analisado
é correspondente a um T (tipo de tarefa) especifico e seus respectivos estudantes.

Por meio de todo o delineamento apresentado, chegamos ao momento da pesquisa em
que pretendemos responder a questdo norteadora: quais as praxeologias mobilizadas por
estudantes do Ensino Médio durante a construcdo de formulas de perimetro e area do Fractal
Ilha de Koch? Assim, fundamentados no aporte tedrico, apresentaremos a analise da OM
realizada com base nos materiais produzidos pelos estudantes. A organizacdo das analises a
posteriori seguem 0 mesmo padrdo de organizacdo das analises a priori.

O Quadro 8, a seqguir, apresenta o tipo de tarefa, a técnica, a tecnologia, teoria e 0s
respectivos estudantes que mobilizaram a praxeologia indicada. Os estudantes que ndo foram
descritos no quadro ndo nos possibilitaram a identificagdo da mobilizagdo de alguma
praxeologia de forma evidente.

Quadro 8: Analise Praxeoldgica a posteriori do tipo de tarefa T

Generalizar o calculo da quantidade de segmentos em cada etapa da
construcdo do Fractal Ilha de Koch.
Construir uma férmula para o célculo da quantidade de segmentos em
cada etapa do Fractal Ilha de Koch.

Tipo de Tarefa T,

Tarefa t;
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Subtarefa t; ; Técnica ti; j Tecnologia 8i; j, | Teoria ©i; j | Estudantes
0i;11: Nocéo de
t1.1: Encontrar a - ,
: . . contagem e CIPPRE El, E2, E3,
quantidade de Ti14: CoONtar os conhecimento do | Aritméticae | E4, E5, E6,
segmentos obtidos na | segmentos um a um . ;
elemento figural Geometria E7, E8, E9
Etapa 0 do Fractal. w "
segmento
tyo: chontrar a 0i1,1: Nocdo de
quantldade_ de iy 5 1: Contar 0s contagem e Qll-?-.l: E4, E5, E6,
segmentos obtidos na conhecimento do | Aritmeética e
segmentos um a um - - ES8
Etapa 1 desse elemento figural Geometria
Fractal. “segmento”
0i; 3 1: Nocéo de
Tiy 5 ,: Contar 0s contagem e ®i,s,: | EL,E3 E4,
conhecimento do o
segmentos um a um . Aritméticae | E5, E6, E7,
elemento figural ;
o " Geometria ES8
segmento
Ti; 3.0: Multiplicar a
) guantidade de .
t, 3. Encontrar a . . x Oiq31:
quantidade de szgam:r;:r?tséggtrldg? za 911'3}20. No(r)(:’;g de | Aritmética e E8, E9
segmentos obtidos na P (12x4) P proporg Geometria
Etapa 2 do Fractal.
Ti1_3‘3: Contal’ a
guantidade de
segmentos da etapa em . < Oiy34:
um dos lados do 911'3'r30' No(r)ggg de Aritmética e E2
tridngulo inicial e proporg Geometria
multiplicar por 3
(16x3)
Tiy 4.3 Encontrar um
t1 4: Construir uma fator comum entre
férmula para a todas as subtarefas . x .
. . 0i; 41: Nocdo de Qi 31:
guantidade de anteriores de modo a 3 <
. . potenciacdo e Algebra e E3
segmentos obtidos na | descrever a formula x .
padrdo recorrente. Geometria

Etapa n desse
Fractal.

para a quantidade de
segmentos em uma
Etapa n.

Fonte: Os Autores, 2022.

Apbs a leitura do Quadro 8 é possivel observar que, no que diz respeito a subtarefa ¢, 4,

0s 9 estudantes descreveram suas respostas e mobilizaram a técnica prevista na analise a priori.

Os estudantes E1 e E8 escreveram respostas semelhantes:
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Figura 12: Técnica ti; 4 do E8

1. Qual € a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa?

D Qo pusn 3 sy, pon o
LA

Fonte: Autores, 2021.

Ou seja, eles olharam para as “ligagdes” existentes entre os pontos que formavam oS
triangulos para responder a subtarefa, considerando-as como o0s segmentos designados no
enunciado da tarefa. Os estudantes E3 e E4 também concluiram a respeito da quantidade de

segmentos, quando os denominaram da seguinte forma:

Figura 13: Técnica ti; 14 do E4

1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa:

9 b&%m\em'\'%
a8 olHon © pole A oo C do C®D « D wb

Fonte: Autores, 2021.

As respostas de E3 e E4 foram semelhantes, porém, ambas ndo descrevem segmentos
de um tridangulo, e evidenciam que a técnica utilizada para responder a subtarefa proposta foi a
de contagem dos segmentos do tridngulo. No entanto, o E6 utilizou-se da mesma ideia de
discriminacdo dos vertices do triangulo como forma de compor os seus segmentos, porém, o
fez de maneira adequada, descrevendo-os como “AB, BF ¢ FA”.

O estudante E5 respondeu a tarefa proposta da seguinte forma:

Figura 14: Técnica Ti; 11 do E5

1. Qual € a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa? 5

4

E ot ij o,:jclx(jc/ </ (o //at/db C}Mé“’ & j;aﬁ"‘j@ 7‘;»\ .

Fonte: Autores, 2021.

Podemos observar que E5 apresentou nogdes basicas de geometria, identificando que os

segmentos dos triangulos podem ser considerados como lados, com isso, ele utilizou-se de seus
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conhecimentos prévios para desenvolver uma técnica de contagem que pudesse resolver essa
subtarefa.
Com relacdo as respostas dos estudantes E2, E7 e E9, estas se apresentaram da seguinte

forma:
Figura 15: Técnica ti; 141 do E7

1. Qual € a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa?

2 R2QeN2 ot

Fonte: Autores, 2021

Como a resposta dada por estes trés estudantes foi a reposta correta, intuimos que
possivelmente estes também realizaram uma contagem dos segmentos do triangulo construido,
podendo se enquadrar na técnica ti, ; ; identificada para os demais estudantes, uma vez que
para esta subtarefa ndo ha outra possibilidade.

Portanto, todos os estudantes mobilizaram a técnica ti, ; ; que pode ser justificada pelo
bloco tecnoldgico-tedrico [0i, ; 1, ©i; 1 1], €M que a tecnologia #i, ; ; pautou-se na nocdo de
contagem e conhecimento do elemento figural “segmento” nessa etapa do Fractal, que
compreende a Etapa 0. Com relagdo a teoria ®i; ;; que rege todas as componentes
praxeoldgicas, identificamos a aritmética e a geometria, pois os estudantes utilizaram do objeto
geométrico e do método de contar para determinar a quantidade de segmentos. Desse modo,
para os estudantes participantes foi possivel identificar a mobilizacdo das componentes
praxeolégicas [Ty, Tiy 11,001 1.1, Qi1 11].

Com relagdo a subtarefa t;,, classificamos que 4 estudantes, E1, E2, E7 e EO9,
apresentaram somente o resultado, ou seja, ndo apresentaram calculos, justificativas ou
explicacBes para mostrar 0 modo como foi realizado para alcancgar aquele valor numérico,
mesmo que isso tenha sido previamente solicitado. Portanto, nestes casos, nao foi possivel
identificarmos explicitamente a técnica utilizada por eles, que por sua vez é a “maneira de
executar as tarefas” (CHEVALLARD, 2018, p. 34), pois ndo foi descrito ou desenvolvido um
modo de execucdo para esta subtarefa.

Entretanto, os 4 estudantes concluiram esta atividade apresentando a resposta correta
(12 segmentos), conforme o esperado. Possivelmente, estes estudantes realizaram a contagem
dos segmentos um a um da figura, porém, ndo podemos afirmar a utilizacdo de tal técnica, uma

vez que esta ndo esta escrita explicitamente nas suas respostas.
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No ambito da TAD, um aspecto importante a ser considerado é que “[...] ndo ha praxis
que ndo seja acompanhada de um logos [...]” (CHEVALLARD, 2018, p. 34). Desta forma,
compreendemos que por esses estudantes ndo terem apresentado em suas respostas as técnicas
mobilizadas por eles, ndo conseguimos identificar a tecnologia e a teoria utilizadas por estes
respectivos estudantes.

No que diz respeito aos estudantes E4, E5, E6 e ES8, eles utilizaram a técnica de
contagem dos segmentos um a um do Fractal Ilha de Koch, identificados na sua Etapa 1, sendo
a técnica ti; , 4, conforme Quadro 8. A Figura 21 representa a forma que esses estudantes

adotaram para contar os segmentos.

) Figura 16: Técnica i, do E8
1. Qual ¢ a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa da figura 187

Q i, S, 3
Ww%}“ww%;ﬁ’mw Mk"ﬁ”“‘wkat%

Fonte: Autores, 2021.

Observamos que ao utilizar a técnica ti;,;, 0 estudante E8 compreende que um
segmento pode ser entendido como a ligagéo entre dois pontos. Desse modo, podemos notar
como se da a compreensao da unidade figural segmento de reta nesse estudante em especifico.
Ainda, observamos que o estudante E4 apresentou um entendimento semelhante quando
respondeu que o fractal na Etapa 1 apresenta “12 segmentos. Ao pegar a reta de um ponto ao
outro”, ou seja, E4 compreendeu a nogdo de segmento de reta como uma relagdo entre dois
pontos, da mesma forma que ES8.

Mobilizando essa mesma técnica de contagem, o estudante E5 respondeu que pbde
concluir a existéncia de 12 segmentos da figura, pelo fato de ser “a quantidade de lados do
triangulo”. Inferimos que ES se referiu a um “tridngulo”, quando, no entanto, intencionava se
referir a figura construida na Etapa 1. No que diz respeito a resposta do E6, refere-se a “12, pois
contei na imagem”, ou seja, sua justificativa deixou evidente a técnica utilizada (ti; , ) por ele
para chegar até a resposta da subtarefa. Para tanto, o que faz a justificativa dessa técnica é a
tecnologia 6i; 5, que consiste em nocdo de contagem e conhecimento do elemento figural
“segmento” nessa etapa do Fractal. Assim, como a teoria 0i; , ;, que permeia a aritmética e

geometria.
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No que diz respeito a resposta dada por E3, “12 segmentos, cada ‘ponta’ do tridngulo é
um tridangulo”, supomos que ao se referir & “ponta”*® do tridngulo da figura em questdo, este
indica a identificacdo de 6 pontas com 2 segmentos em cada uma delas, totalizando 12
segmentos. Portanto, tal afirmagéo permanece no campo da suposi¢édo, uma vez que néo foi
descrita pelo estudante. A técnica deve ser minimamente compreensivel e justificada para
identificar a validade da subtarefa (ALMOULOUD, 2007). Por esse motivo, ndo foi possivel
identificarmos tal resposta como uma outra técnica para a resolucao desta subtarefa.

No caso da subtarefa t;, identificamos a possibilidade de um Unico quarteto
praxeolégico mobilizado pelos estudantes E4, E5, E6 e E8, composto pelas seguintes
componentes praxeolégicas [Ty, iy 51, 01121, Oi121].

Na subtarefa t; 5, foi possivel encontrarmos 3 técnicas distintas as quais nos permitiram
compreender o0 modo com que os estudantes estavam desenvolvendo suas nog¢des acerca da
tematica.

A primeira técnica identificada foi ti; 54, que consiste em contar a quantidade de
segmentos um a um nessa etapa do Fractal. Tal técnica foi identificada nos estudantes E1, E3,

E4, E5, E6, E7 e E8. Como exemplo desta técnica, temos a resposta do E3:

Figura 17: Técnica ti;34 do E3

1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa da figura 2B?
U8 2eoxremO | gp CRALOSL JOL WM AMIIe Ol JaUsS

Fonte: Autores, 2021.

A técnica da contagem dos segmentos também foi mobilizada por alguns estudantes nas
tarefas anteriores a esta, sendo que E4, E5, E6 e E8 mobilizaram a técnica da contagem em
todas as etapas, até 0 momento. Esta técnica da contagem, assim como nos casos anteriores, foi
identificada em situacdes em que 0s estudantes se referiram a contagem das “ligagdes” entre os
pontos (E1 e E8), a contagem dos segmentos (E3, E4, E6, E7) e a contagem de lados da figura
(E5).

A técnica ti, 5, € justificada pelo bloco tecnoldgico-teorico [0i; 31,0i; 5], em que a
tecnologia 0i, 5 ; estabeleceu-se na nocdo de contagem e conhecimento do elemento figural

“segmento” nessa etapa do Fractal, que compreende a Etapa 2. E a 0i; 5, que rege todas as

190 uso das aspas é um grifo do estudante E3.
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componentes é identificada como aritmética e geometria, pois 0s estudantes utilizaram o objeto
geométrico e do método de contar para determinar a quantidade de segmentos. Portanto, para
os estudantes E1, E3, E4, E5, E6, E7 e E8, o quarteto praxeologico mobilizado foi
[Ty, Tii31,0i131,0i;35,]. Podemos observar que, nesse caso, foi previsto na analise a priori
realizada.

A segunda técnica mobilizada foi ti, 3 ,, em que consiste em multiplicar o resultado da
etapa anterior por quatro (12x4), uma vez que em cada iteracdo do fractal, a cada dois pontos,
sdo gerados quatro novos segmentos, ou seja, a cada dois pontos se constitui a curva de Koch.
Os estudantes E8%° e E9 mobilizaram a técnica ti; 3,, em que a Figura 23 apresenta essa

compreenséo de E9.

Figura 18: Técnica i 4, do E9

1. Qual € a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa da figura 2B?

43

,VVKA/&.L‘ITL{XJ\({(ALU G Ml);.!fod;b ‘b wpo J ReL 4 7

Fonte: Autores, 2021.

Deste modo, compreendemos que a tecnologia 6i, 3, na Etapa 2 caracterizou-se na
nocao de propor¢do. Com relacao a teoria 0i, 5 ,, identificamos a aritmética e geometria, pois
entendemos que o0s estudantes utilizaram a multiplicacdo, aplicando a construcdo do Fractal.
Em especial, temos que para esse quarteto praxeoldgico, foi possivel de prever durante a analise
a priori.

A terceira e Ultima técnica identificada foi a ti, 5 5, que consistiu em contar a quantidade
de segmentos da figura da Etapa 2 em um dos lados do triangulo inicial, e multiplicar por 3

(16x3), de modo a totalizar a quantidade de segmentos da figura, conforme a imagem a seguir:

20 Observamos que o E8 mobilizou duas técnicas diferentes, pois descreveu tais técnicas em sua justificativa para

esta tarefa: “A quantidade de segmentos obtida foi 48, pois ha 48 ligagdes entre os pontos. E eu fiz 12x4”.
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Figura 19: Técnica i, 43 do E2

N 1. Qual ¢ a quantidade de segmentos obtidos nessa ctapa da figura 2B?
N, .
A

A

Figura 2A: Etpa 2 com as (47
elapas anteriores ' c 673 )

Fonte: Autores, 2021.

Observamos que o E2 iniciou a contagem dos segmentos em um dos lados e,
provavelmente, observou que essa contagem se repetia de modo a elaborar a técnica que
consistiu em realizar a operagéo 3 x 16 = 48.

Assim, compreendemos que a tecnologia 6i, 5 ;3 que possui como finalidade justificar a
técnica na Etapa 2, caracterizou-se na nogao de proporcionalidade. Com relacéo a teoria ©i; 5 3,
identificamos a aritmética e geometria, pois entendemos que os estudantes utilizaram a
multiplicacdo e utilizando a construcdo do Fractal.

Por consequéncia, na subtarefa t; ; identificamos a mobilizacdo de trés quartetos
praxeoldgico distintos, mesmo sendo provenientes do mesmo tipo de tarefa, sdo eles
[T1,Ti131,00131, iy 34, [T1, Tirz2, 0i132, 0l13,] € [Ty, Tiy33,0i133, Oy 33], sendo os dois
primeiros quartetos praxeoldgicos foram previstos em nossa analise a priori, de maneira que a
terceira ndo foi antecipada em nossas analises. Assim, cada quarteto praxeolégico contém suas
peculiaridades que foi possivel identificar em cada técnica mobilizada.

Com relacdo a subtarefa t; ,, somente o estudante E2 ndo apresentou uma maneira de
se resolver essa subtarefa, pois deixou o0 espago para a resolugdo em branco. No que se refere
aos estudantes E1, E4, E5, E6, E7, E8 e E9, estes apresentaram uma técnica que consistiu em
realizar o calculo da quantidade de segmentos para uma proxima etapa (Etapa 3) e ndo para a
Etapa n, conforme proposto na subtarefa. Como podemos identificar na Figura 25.

Figura 20: Resultado do E1
Considerando a Etapa 7, responda os seguintes questionamentos justificando sua resposta:

1. Qual € a quantidade de segmentos construidos nessa etapa?

i "‘ZN,j-&D‘ LM T T S u)w,‘ \ 492

Fonte: Autores, 2021.
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Observamos que o estudante E1 mobilizou a técnica que consiste em multiplicar o
resultado da etapa anterior por quatro, no entanto, notamos que nao é uma técnica viavel para
poder responder a subtarefa t, 4, pois 0 estudante considerou que o enunciado solicitava para
uma etapa especifica, o que ndo procede. Entendemos que o motivo da ocorréncia de tal fato
pode ser proveniente da incompreensdo do enunciado da tarefa.

No caso do estudante E3, obtemos que este mobilizou uma técnica que desenvolveu
uma férmula para o célculo da quantidade de segmentos na Etapa n. Tal técnica, a Ti; 44,
consistiu em encontrar um fator comum entre todas as subtarefas anteriores, de modo a
descrever a formula para a quantidade de segmentos em uma Etapa n na generalizacdo das

etapas de construcdo do Fractal, conforme descrito na Figura 27.

Figura 21: Técnica do Ti; 44 do E3

' .
Ete

TOrOINk O SX0PA Zerio. O ' | Tatenolg noenvdicar aRdogle oe

-

2y renos

Fonte: Autores, 2021.

Desse modo, o E3 compreendeu que como a figura inicial (Etapa 0) continha 3 lados e
a cada etapa 0s segmentos de cada lado passavam de um para quatro, foi possivel concluir a
generalizacdo da forma 3.4™.

Nesse sentido, constatou-se que a justificativa para a técnica ti, 4 ; € identificada pelo
bloco tecnolégico-tedrico [0i, 41, ©i; 41], €M que a tecnologia i, 4, Se pauta nas relacdes de
potenciacdo e padrdo recorrente nas etapas do Fractal. E, por fim, a teoria ©i, , ; é identificada
como algebra e geometria. Para tanto, para E3 o quarteto praxeoldgico mobilizado foi
[Ty, Ti1 41,011 41,01 41], Sendo 0 mesmo previsto na analise a priori.

Com isso, realizamos a analise praxeoldgica a posteriori da T;, em que identificamos as
praxeologias mobilizadas por alguns estudantes. Desse modo, realizaremos aproximagdes com
a analise a priori, discriminando as praxeologias possiveis de serem identificadas. Também,
ficaram expostas, no Quadro 9, somente as subtarefas que possibilitavam a execucéo da referida

técnica, conforme podemos ver a seguir:
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Quadro 9: Aproximacdes das analises a priori e a posteriori das técnicas do tipo de tarefa T; 21

Analisea  Analise a

Técnica Subtarefas L o
priori posteriori
Contar 0s segmentos um a um ti2 X X
t13 X X
Multiplicar a quantidade de segmentos obtidos na
: ; ti3 X X
etapa anterior por 4, ou seja, 12x4
Contar a quantidade de segmentos da figura da
etapa em um dos lados do tridngulo inicial, e t13 X
multiplicar por 3, ou seja, 16x3
Encontrar um fator comum entre todas as
subtarefas anteriores de modo a descrever a
z - t14_ X X
férmula para a quantidade de segmentos em uma
Etapan

Fonte: Autores, 2021.

Com o Quadro 9, observamos quais técnicas previstas foram efetivamente mobilizadas
pelos estudantes, também evidenciamos que houve técnicas que foram mobilizadas a posteriori
e ndo foram previstas a priori. Nesse sentido, com as aproximacdes das analises, podemos
constatar que a OM empregada para o tipo de tarefa T, foi validada devido a mobilizacéo das
técnicas previamente discutidas e o surgimento de novas técnicas que ndo haviam sido pensadas
previamente. Diante disso, seguiremos com os proximos tipos de tarefas a serem analisados.

O Quadro 10, a seguir, apresenta as praxeologias mobilizadas no Tipo de Tarefa T:

Quadro 10: Analise Praxeoldgica a posteriori do tipo de tarefa T,

Generalizar o célculo da quantidade de triangulos equilateros que séo
construidos em cada etapa da construcdo do Fractal llha de Koch
Construir uma férmula para o célculo da quantidade de triangulos

Tipo de Tarefa T,

Tarefa t, equiléteros em cada etapa
Subtarefa t; ; Técnica Ti; j i Tecnologia i; j, | Teoria ©i; j, | Estudantes
t,1: Encontrar a 0i, 1 1: Nocdo de

quantidade total de Tin . Contar os contagem e CIPPRE El, E2, E3,

triangulos equilateros triéﬁlﬁllos M a.um conhecimento do | Aritméticae | E4, E5, E6,

obtidos na Etapa 0 g elemento figural Geometria E7, E8, E9
desse Fractal. “triAngulo”

2L As partes em que ndo forem marcados os “X” significa que a técnica mencionada niio foi mobiliza a priori, a
posteriori ou em ambas as situacdes.
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t,,: Encontrar a Tio- - Repartir a Conhecimento do
quantidade total de Tlaz1- Repal elemento figural Oiy -
1 s figura construida em n s el
triangulos equilateros 2 . tridngulo” e Aritmética e E4
- triangulos e conta-los Lo .
obtidos na Etapa 1 visualizacéo das Geometria
umaaum .
desse Fractal. subfiguras
(tridngulos)
0i; 3 1: Nogéo de
. contagem e .
Tiz3.: Contar os conhecimento do Oi3.4: E2, E5, ES,
triangulos um a um . Aritmética e
. elemento figural . E7, E9
t, 3: Encontrar a “seomento” Geometria
quantidade total de £
tridngulos equilateros — —
obtidos na Etapa 2 ”2-356'1:]\::3:;&2%0? a
desse Fractal. triér? ulos obtidos na 0i, 3 ,: Nocdo de Olz5.1:
9 : 2.3.2: NOK! Aritmética e E8, E9
etapa anterior por 4 proporcao ;
Geometria
(4x4)
t, 4: Construir uma
formula para a
qyantldade to_ta}l de X X X X
tridngulos equilateros
obtidos na Etapa n
desse Fractal.

Fonte: Autores, 2021.

Com a leitura do Quadro 10, podemos observar que a subtarefa t,;, em que os 9
estudantes apresentaram uma resposta, possibilitou a mobilizacdo de uma Unica técnica, e esta
coincidiu com a descrita na analise a priori. A técnica mobilizada, designada por ti, 4 1,
consiste em contar os triangulos um a um conforme construcao na Etapa 0. Mesmo descritas de

forma diferente, os estudantes E2, E6 e E9 justificaram suas respostas da mesma forma.

Figura 22: Técnica ti, 4, do E2

l. Qual é a quantidade de tridngulos obtidos nessa etapa?

f ’ ,/',F - ,..;/7- - g Ve ,ﬂf ' ety
i f { 6578 AAL O ){,f;(,j‘.j a§)e) ((_1( VWOA 7.} ‘u.b}bov

{

Fonte: Autores, 2021.

Os demais estudantes (E1, E3, E4, E5, E7 e E8) responderam somente “1”, ou “1
triangulo”, ou “Foi obtido 1 tridngulo”. Tal fato nos possibilitou concluir que a técnica utilizada
foi a de contagem, uma vez que se trata de uma Unica figura (o tridngulo). Sendo assim,
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consideramos que estes estudantes também mobilizaram a técnica ti, ; ; identificada para os
demais estudantes.

No que diz respeito a tecnologia 0i, ; ; entendemos que a técnica ti, 4 ; se fundamenta
na nogdo de contagem e conhecimento do elemento figural “tridangulo”. Desse modo, a no¢ao
de teoria ©i,;;, como sendo a componente que finaliza a praxeologia mobilizada é
compreendida como aritmética e geometria, pois 0s estudantes utilizam somente da construcéo
na figura para determinar sua técnica. Portanto, 0 quarteto praxeologico
[T,,Tiyq 1,015 41, 051 1], que coincidiu com o previso na analise a priori, foi mobilizado por
todos os estudantes participantes da pesquisa.

No que diz respeito a subtarefa t,,, consideramos somente o0s estudantes que
apresentaram justificativas e explicagcfes em suas respostas, assim, embora os estudantes E1,
E2, E5, E7, E8 e E9 apresentassem a resposta correta (4), estes ndo descreveram a maneira de
resolver a subtarefa t, 5, conforme propde Chevallard (2018) no que diz respeito a desenvolver
uma técnica. Por este motivo, ndo podemos concluir, de modo preciso, a técnica utilizada por
estes estudantes para responder a pergunta proposta na subtarefa.

No que diz respeito aos estudantes E3 e EB, estes trouxeram uma resposta equivocada,

conforme a Figura 28.
Figura 23: Resultado do E3
2. Qual é a quantidade de trign

; gulos obtidos nessa
R¥raroulo , ©5%eruondo o oo v:?g‘daﬁgm 1A?
R um onouo  eocore
Ourvo 9

Fonte: Autores, 2021.

Ambos os estudantes pensaram na sobreposic¢ao de dois triangulos, conforme a figura a

sequir:

Figura 24: Sobreposicéo do triangulo e Etapa 2 do fractal

)

Fonte: Autores, 2021.
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Embora esta construcao resulte na mesma figura da construgdo que realizamos na Etapa
1 no GeoGebra, observamos que estes estudantes desconsideraram a construcdo realizada
gerada a partir da curva de Koch em cada lado do triangulo. Portanto, estes estudantes nédo
identificaram os triangulos “pequenos” resultando em uma resposta errada para a tarefa.

O estudante E4 mobilizou uma técnica ti,,,. que consistiu em repartir a figura
construida em triangulos, ou seja, ele dividiu a figura conforme encontrava os triangulos na
construcdo, e depois fez a contagem dessas subfiguras. A Figura 30 explicita a técnica

mobilizada pelo EA4.

Figura 25: Técnica Ti,, 4, do E4

2. Qual é a quantidade de triangulos obtidos nessa etapa da figura 1A?

I 0 \

’*I+J1}(;m(aw§ef) :
Com o, divisdo das \p!%””@‘)_.

S - Fonte: Autores, 2021.

A justificativa para a técnica ti,,, € apresentada pelo bloco tecnoldgico-tedrico
[6i,,1,0i,,,] de modo que Oi,,, é determinada pelo conhecimento do elemento figural
“triangulo” e a visualizagdo das subfiguras (triangulos) construidas na Etapa 1 do Fractal. Com
isso, a @i,,, foi evidenciada pela aritmética e geometria, pois o estudante apresentou
conhecimentos geométricos para desenvolver sua técnica. Portanto, entendemos que somente o
estudante E4 mobilizou o quarteto praxeoldgico [T,,Ti,31,0i531,0i534], € que essa
praxeologia desenvolvida pelo estudante (E4) ndo foi prevista em nossa analise a priori,
emergindo a partir de nossa implementacao.

Para a subtarefa t, 5, 0s estudantes E1, E3 e E4 ndo apresentaram um modo de se
resolver, entdo consideramos nao ser possivel apresentar o quarteto praxeoldgico mobilizado
por estes estudantes.

No que se refere aos estudantes E2, E5, E6, E7 e E9, estes desenvolveram uma técnica
Ti, 34 de contar os triangulos um a um, ou seja, eles observaram o Fractal construido na Etapa
2 e contaram cada triangulo construido somado com o da etapa anterior. Para melhor

compreensdo, temos a técnica ti, 5 ; mobilizada pelo estudante E7, na Figura 30.
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Figura 26: Técnica ti 34 do E7

2. Qual ¢ i i
Qual é a quantidade de triangulos obtidos Nessa etapa da figura 249
= & =0 .
6) oot KO LA e

Fonte: Autores, 2021.

Partindo da técnica ti, 34, consideramos que a tecnologia 6i, 5, que fundamenta a
técnica mobilizada é a nog¢do de contagem e conhecimento do elemento figural “tridangulo”,
considerando o que foi construido na etapa anterior, de modo que a teoria @i, 5 ; € determinada
pela aritmética e geometria, visto que eles realizam a contagem por meio da figura construida.
Assim, as componentes praxeolégicas [T,,Ti,34,0i534,0i,354,] S80 mobilizadas pelos
estudantes E2, E5, E6, E7 e E9 que desenvolveram a técnica mencionada. Dessa maneira,
podemos associar essa praxeologia desenvolvida por estes estudantes com a prevista na nossa
analise a priori uma vez que o que foi previsto se confirmou durante a implementacéo.

Embora o estudante E9 tenha mobilizado a técnica de contagem dos tridngulos, este
também mobilizou uma outra técnica ti, 5 », juntamente com o E8, que consistiu em multiplicar

a quantidade de triangulos obtidos na etapa anterior por 4 (4x4 = 16), conforme a Figura 32:

Figura 27: Técnica i, 3, do E9

2. Qual é a quantidade de tridngulos obtidos nessa etapa da figura 2A?

Jo
- Mastptiquer 5 asousmoots o szpo 4 pa 4 (contlis B -

Fonte: Autores, 2021.

Desse modo, compreendemos que a tecnologia 6i, 5, na Etapa 2 caracterizou-se na
nocao de proporcao, pois o estudante considerou a razao de crescimento dos triangulos da etapa
anterior para a etapa atual. Com relacéo a teoria Qi 5 ,, identificamos a aritmética e geometria,
pois entendemos que os estudantes utilizaram a multiplicacdo sem fazer uso direto da

construcdo do Fractal. Portanto, as componentes praxeoldgicas [T, Ti, 3 2, 0iz 3.2, Qis 35], que
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foram antecipadas em nossa analise a priori, foram mobilizadas pelos estudantes E8 e E9, que
desenvolveram a praxeologia mencionada.

Quanto a subtarefa t,,, 0s estudantes E2 e E3 ndo apresentaram uma maneira de
resolvé-la, uma vez que o espaco para a resolucdo permaneceu em branco. Quanto aos
estudantes E1, E4, E5, E6, E7, E8 e E9, estes apresentaram uma técnica que consistiu em
realizar o calculo da quantidade de segmentos para uma proxima etapa (Etapa 3) e ndo para a
Etapa n, conforme proposto na subtarefa. Conforme podemos identificar na Figura 33.

Figura 28: Resultado do E1

3. Considerando o comprimento de cada segmento da
da figura obtida nessa etapa?
D2\ ¢
13

Figm'aﬂcomosendoc, qual ¢ o perimetro

Fonte: Autores, 2021.

Observamos que tal compreensao apresentada por estes 7 estudantes também ocorreu
na subtarefa t;,, ou seja, 0s estudantes participantes ndo compreenderam o objetivo da
subtarefa proposta. Isto significa que a ideia de generaliza¢do para um termo n qualquer ainda
¢ abstrata e incompreensivel para estes estudantes, e neste caso algumas condicdes
impossibilitaram o desenvolvimento de uma técnica adequada ou pertinente, conforme explica
Chevallard (2018), como é o caso da ndo compreensdo do objetivo da tarefa e a ndo leitura do
enunciado.

Dados os argumentos até o momento, foi realizada a analise praxeoldgica a posteriori
do tipo de tarefa T,, em que identificamos as praxeologias mobilizadas por alguns estudantes.
Assim, realizaremos aproximacBes com a analise a priori, identificando quais foram as

aproximac0es possiveis de serem identificadas, como o exposto no Quadro 11:

Quadro 11: Aproximagcdes das anélises a priori e a posteriori das técnicas do tipo de tarefa T,22

22 As partes em que ndo forem marcados os “X” significa que a técnica mencionada niio foi mobiliza a priori, a
posteriori ou em ambas as situacdes.
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Contar os triangulos um a um t12 X
ti13 X X
Repartir a figura construida em triangulos tio
Multiplicar a quantidade de triangulos obtidos na . X X
etapa anterior por 4 (4.4) L
Encontrar um fator comum entre todas as
subtarefas anteriores de modo a descrever a
7 - =A t14 X
formula para a quantidade de tridngulos em uma
Etapa n

Fonte: Autores (2021)

Com o Quadro 11, observamos quais técnicas previstas foram efetivamente mobilizadas

pelos estudantes. Também, evidenciamos que houve técnicas que foram mobilizadas a

posteriori e ndo foram previstas a priori. Nesse sentido, com as aproximacdes das analises,

podemos constatar a OM empregada para o tipo de tarefa T, foi validada devido & mobilizacdo

das tecnicas previamente discutidas e o surgimento de novas técnicas que ndo haviam sido

pensadas previamente. Contudo, observamos que nessa subtarefa, a construcéo da formula, ndo

foi alcangada por nenhum estudante.

Diante disso, seguiremos para o Quadro 12, que trata da analise a posteriori do tipo de

tarefa T;.,

Quadro 12: Anélise Praxeoldgica a posteriori do tipo de tarefa T

Tipo de Tarefa T,

Generalizar o célculo da medida do perimetro do Fractal em cada etapa
de sua construcdo

Construir uma férmula para o célculo da medida do perimetro de cada

“segmento”

Tarefa t; etapa do Fractal Ilha de Koch considerando o comprimento de cada
segmento do tridngulo inicial como sendo ¢
Subtarefa t; ; Técnica ti; j Tecnologia 61 j x g’;o“a Estudantes
ij.k
Tiz11: SOmar a 0i3 4 1: Conhecimento Qi - .
medida de cada do elemento figural 311
o « - Geometria El
t - Encontrar a segmento que compde segmento”; ¢ nogao e Algebra
31 = a figura da Etapa 0 de soma algébrica
medida do Biz 1 ,: nogdo de soma
perimetro da figura | iz ; ,: Atribuir valores 3.1.2- N06A0 06 SO Oiz.17:
obtida na Etapa O | aos lados do triangulo de numeros decimais e Aritmética
. N conhecimento do . ' E2, E9
a partir da construcao . algebra e
elemento figural .
no software geometria
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Ti3 1. ENcontrar a
medida de cada

0is 5 1: Conhecimento
do elemento figural
“segmento”; nocao de

ts;,: Encontrar a segmento e em divisao algébrica para Qi35 q:
medida do seguida, multiplicar | obter a medida de cada | Aritmética,
. . . T ‘ E4
perimetro da figura essa medida pela segmento; nocao de Algebra e
obtida na Etapa 1 quantidade de multiplicagéo Geometria
segmentos obtida na algébrica para obter a
t1o medida do perimetro
da figura
01, 3 1: Conhecimento
Ti3 31: Encontrar a do elemento figural
medida de cada “segmento”; nogdo de
£~ Encontrar a segmento e em divisdo algébrica para YR
33 = seguida, multiplicar | obter a medida de cada . 331
medida do . ) ~ Aritmética,
. . essa medida pela segmento; nogéo de < E2, E6, E7
perimetro da figura - S Algebra e
. guantidade de multiplicagéo .
obtida na Etapa 2 . o Geometria
segmentos obtida na algébrica para obter a
t13 medida do perimetro
da figura
tz4: Construir uma
férmula para o
calculo da medida X X X X

do perimetro na
Etapan

Fonte: Autores, 2021.

Com a leitura do Quadro 12, podemos observar que na subtarefa t5 ; foi identificada a

mobilizacdo de duas técnicas. A técnica tis 44, apresentada por E1, consistiu em somar a

medida de cada segmento que compde a figura da Etapa 0, e desse modo, como o perimetro é

a soma do contorno, entdo foi possivel concluir qual o perimetro da Etapa 0.

Apesar de E1 ndo apresentar uma justificativa junto com sua resposta final, foi possivel

identificar, no decorrer do material entregue pelo estudante, a mobilizacdo da técnica tis 4 4,

como podemos observar na Figura 33.

Figura 29: Técnica Tiz,, do E1

Fonte: Autores, 2021.
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Como podemos ver na Figura 34, foi rascunhado pelo estudante, no material entregue,
como ficaria cada segmento que compde o triangulo. Nesse sentido, mesmo que o estudante
ndo tenha apresentado uma justificativa “formal”, foi possivel identificar mobilizagdo da ti5 4 1
a partir de seus registros.

A tecnologia 8i5 ; ; que fundamenta a técnica ti5 ; ; € estabelecida no conhecimento do
elemento figural “segmento”; e no¢do de soma algébrica. No que concerne a teoria 9i5 4 1, esta
se respalda nas grandes areas geometria e algebra, da matematica. Para tanto, constitui-se o
bloco tecnoldgico-teérico [0i5 4 1, ©is 4 4] finalizando as componentes praxeoldgicas. Assim, o
E1 mobiliza o quarteto praxeolégico [T, Tis 1, 0i51.1,Qiz11]. Observamos que essa técnica
foi prevista em nossas analises a priori.

O estudante E2 respondeu da seguinte forma:

Figura 30: Técnica Tiz 4, do E2

3. Considerando o comprimento de cada segmento sendo ¢, qual ¢ o perimetro da figura obtida

nessa ctapa?

3( :3‘1@,8

4 _,’{[‘
FC - J1))D

Fonte: Autores, 2021.
De maneira semelhante, o estudante E9 respondeu da seguinte maneira:

Figura 31: Técnica Tiz ,, do E9

3. Considerando o comprimento de cada segmento sendo ¢, qual é o perimetro da figura obtida

nessa ctapa?

».43,8% = 43,39,

5

Tal fato mostra que estes identificaram o resultado “3¢”, no entanto, como forma de

Fonte: Autores, 2021.

resolugéo, se apropriaram das medidas obtidas durante a construcdo realizada no software
GeoGebra. Por isso, identificamos que a técnica tis 4, utilizada por E2 e E9 consistiu em

atribuir valores aos lados do triangulo a partir da constru¢do no software.
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A tecnologia 0i5 ; , que fundamenta a técnica tis , , € estabelecida na nogdo de soma
de nimeros decimais e conhecimento do elemento figural “segmento”. No que concerne a teoria
0i5 ;1 -, esta se respalda nas grandes areas aritmética, algebra e geometria, da matematica. Para
tanto, se constitui o bloco tecnoldgico-tedrico [fis 4, is 4] finalizando as componentes
praxeoldgicas. Assim, os estudantes E2 e E9 mobilizam o quarteto praxeoldgico
(T3, Tiz1.2, 0312 0i312].

No que diz respeito aos estudantes E3, E4, E5, E6, E7 e E8 eles apresentaram somente
a resposta final, ou seja, somente escreveram que o perimetro correspondia a 3c, e nédo
apresentaram qual foi a maneira que utilizaram para chegar no resultado descrito. Por esse
motivo, ndo conseguimos identificar exatamente qual foi a técnica desenvolvida por eles.

Tendo em vista todo o percurso, podemos conjecturar que esses estudantes mobilizaram
a técnica tis 4 1, pois observamos que todos apresentaram o mesmo resultado, e mesmo que nao
tenham esbogado ou justificado a maneira como encontraram esta resposta, intui-se pelo
contexto, que mobilizaram a mesma técnica apresentada por E1. Contudo, como ndo temos um
material que documente tal situacdo, cabe somente apresentar hipoteses do que pode ter
ocorrido para que possamos refletir o motivo pelo qual ndo se apresentou alguma justificativa
para essa subtarefa.

No que diz respeito a subtarefa t;,, que compreende a Etapa 1, identificamos que o
estudante E2 ndo resolveu a tarefa, deixando o espaco para a resposta em branco. Os estudantes
E1, E5, E6, E7 e E8 apresentaram uma resposta incorreta, pois concluiram que o perimetro do
fractal nessa etapa era 12c, ou seja, consideraram cada aresta da figura como tendo a medida c.
Por esse motivo, tal resultado é considerado incorreto, uma vez que o0s estudantes
desconsideraram que ao realizar uma iteracdo para a proxima etapa do fractal, 0 segmento que

compde cada um dos lados do tridngulo equilatero da Etapa 0 é dividido em trés partes iguais,
passando a medir %c. Portanto, a resposta correta seria 12.§ c=4c, e ndo 12c. O estudante E9

apresentou a resposta correta 4c, mas néo a justificou.
No que se refere ao E4, ele apresentou um resultado adequado, como podemos ver na

Figura 37.

Figura 32: Técnica tiz 4 do E4
3. Considerando o comprimento de cada segmefito da Figura 0 como sendo c, qual é o perimetro
da figura 1B?

| &
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Fonte: Autores, 2021.

Nesse sentido, entendemos que a técnica tis , ; mobilizada pelo estudante E4 consistiu
em encontrar a medida de cada segmento e, em seguida, multiplica-la pela quantidade de
segmentos obtida na t; ,. Com isso, temos que a tecnologia 6i; , ; que fundamenta a técnica
Tiz 4, € estabelecida no conhecimento do elemento figural “segmento”; nog¢ao de divisao
algébrica para obter a medida de cada segmento; no¢do de multiplicacdo algébrica para obter a
medida do perimetro da figura. No que concerne a teoria ©i5 , ;, esta se respalda nas grandes
areas aritmética, algebra e geometria, da matematica. Para tanto, constitui-se o bloco
tecnolégico-teérico [fis, 4, @iz, 4] finalizando as componentes praxeolégicas. Assim, 0
estudante E4 mobilizou o quarteto praxeoldgico [Ts,Tiz5q,0i3,1,0i551], sendo esta
praxeologia constatada na analise a priori.

Para a subtarefa t5 5, temos que o estudante E1 ndo apresentou resultado. No que diz
respeito aos estudantes E3, E4, E5, E8 e E9, estes trouxeram somente o resultado final e de

maneira incorreta, como podemos exemplificar com a Figura 38.

Figura 33: Resultado do E3

3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo ¢, qual € o perimetro
da figura 2B?
Fio HOD OUEED O QUOUSOLL LBEUTED QU & LOsuCLoLe

Sl D, A, A9 ‘

Fonte: Autores, 2021.

Podemos observar que a resposta apresentada por E3 pode ser considerada parcial, visto
que foi concluido qual era o tamanho que cada segmento tinha na Etapa 2, contudo, a resposta
de E3 mostrou um descuido com a interpretacéo da subtarefa, uma vez que ela pedia o perimetro
do Fractal e ndo o comprimento de cada segmento. O E4 apresentou um resultado semelhante
ao de E3. Assim, como houve um desvio no entendimento do objetivo da subtarefa t5 5, ndo foi
possivel identificar a mobilizacdo de técnicas validas para o trabalho com a Organizacédo
Matematica.

Os estudantes E5, E8 e E9 produziram respostas incorretas e ndo as justificaram. Assim,
como foram respostas que ndo trouxeram valor para a resolugdo da subtarefa, ndo temos

condic@es de analisar e identificar a mobilizagdo das componentes praxeologicas.
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No entanto, os estudantes, E2, E6 e E7 apresentaram a técnica ti5 3, que consistiu em
encontrar a medida de cada segmento e, em seguida, multiplicar essa medida pela quantidade

de segmentos obtida na t, 3, conforme podemos observar a seguir.

Figura 34: Técnica i3 34 do E6

Fonte: Autores, 2021.

Com isso, temos que a tecnologia 0i; 5 ; € estabelecida no conhecimento do elemento
figural “segmento”; nocao de divisdao algébrica para obter a medida de cada segmento; nogao
de multiplicacéo algébrica para obter a medida do perimetro da figura. No que concerne a teoria
0i 5 1, esta se respalda nas grandes areas aritmética, algebra e geometria, da matematica. Para
tanto, constitui-se o bloco tecnolégico-teérico [0is 54, 0is54] finalizando as componentes
praxeoldgicas. Assim, os estudantes E2, E6 e E7 mobilizaram o quarteto praxeoldgico
[T, Tis 34, 0iz 3.1, iz 31], Sendo esta praxeologia constatada na analise a priori.

Na subtarefa t; 4, 0s estudantes E2, E3, E4, E5, E6, e E7 ndo apresentaram resolucdes,
assim, para se cumprir uma determinada subtarefa, é necessario se desenvolver alguma técnica
(ALMOULOUD, 2015), e como isso ndo ocorreu, ndo pudemos discutir as possiveis técnicas
mobilizadas pelos estudantes.

Em contrapartida, os estudantes E1, E8 e E9 apresentaram um resultado que destoa do

objetivo da subtarefa, como podemos observar a seguir:

Figura 35: Resultado do E8

3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo ¢, qual é o perimetro

da figura obtida nessa etapa?
LRy
(3

Fonte: Autores, 2021.
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Para esclarecer, os estudantes vinham de tarefas que tinham por objetivo encontrar o
perimetro do Fractal na Etapa 0, Etapa 1 e Etapa 2. Assim, entendemos que esses estudantes
compreenderam que a Etapa n, que consistia em determinar uma férmula para o perimetro,
seria uma préxima etapa do Fractal, que seria a Etapa 3, visto que eles estavam em uma
sequéncia de tarefas. Portanto, nesse caso, ndo conseguimos prosseguir com as analises por ndo
haver dados matematicos.

Para tanto, foi realizada a analise praxeoldgica a posteriori do tipo de tarefa T, em que
identificamos as praxeologias mobilizadas por alguns estudantes. Desse modo, realizaremos
aproximacgdes com a andlise a priori, identificando quais foram as aproximacdes que foram

possiveis técnicas de serem identificadas, como exposto no Quadro 13:

Quadro 13: Aproximagcdes das anélises a priori e a posteriori das técnicas do tipo de tarefa T;23

Amilise a Anilise a

Subtarefas

PrIort Postertori

Somar a medida de cada segmento que compde a - % e

figura da Etapa 0 i

Atribuir valores aos lados do tridngulo a partir da

constrcio que ocorreu de forma independente
Encontrar a medida de cada segmento e em

seguida, multiplicar essa medida pela quantidade tio 3L b4
de segmentos obtida na ¢, 5

Encontrar a medida de cada segmento e em

seguida, multiplicar essa medida pela guantidade tia 3L L
de segmentos obtida na ¢4

Encontrar um fator comum entre todas as

subtarefas anteriores de modo a descrever a " e

formula para a gquantidade de triangulos em uma 14

Etapa n

ty4 X

Fonte: Autores (2021)

Com o Quadro 13, observamos quais técnicas previstas foram efetivamente mobilizadas
pelos estudantes. Também evidenciamos que ndo houve técnicas que foram mobilizadas a
posteriori e ndo foram previstas a priori. Nesse sentido, com as aproximacgdes das analises,
podemos constatar que a OM empregada para o tipo de tarefa T; foi validada devido a
mobilizacdo das tecnicas previamente discutidas, contudo, observamos que nessa subtarefa a
construcdo da férmula ndo foi alcancada por nenhum estudante. Diante disso, seguiremos com

0s proximos tipos de tarefas que serdo analisados.

2 As partes em que ndo forem marcados os “X” significa que a técnica mencionada niio foi mobiliza a priori, a
posteriori ou em ambas as situacdes.
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Quadro 14: Anélise Praxeoldgica a posteriori do tipo de tarefa T,

. Generalizar o calculo da medida da &rea do Fractal Ilha de Koch em
Tipo de Tarefa T, x
cada etapa de sua construcdo
Tarefa t Construir uma férmula para o célculo da medida da area de cada etapa
4 do Fractal Ilha de Koch considerando 4, a rea do tridngulo inicial
Subtarefa t; ; Técnica ti; j Tecnologia 0i; j, | Teoria ©i; j, | Estudantes
. . Biz 1 ,: Nogéo de
ta.1: Encontrar a area Tiy 1.1: Considerar a incognita e . El, E3, E4,
da figura obtida na ; ; . 50 d Qi3 11" E5 E6. E7
Etapa 0 area prevista no interpretacao de Algebra , Eb, ET,
enunciado da tarefa enunciado ES8, E9
matematico
Oigz1:
Tiy1: ENncontrar a conhecimento do
, , medida da area dos elemento figural Qizo1:
t4»:Encontrar a area n o on ” N e
- . triangulos triangulo”; nogao Aritmeética, El, E4, ES6,
da figura obtida na o e .
acrescentados nessa | geométrica de area; | geometria e E7
Etapa 1 ~ )
etapa e somar com a nocéo de algebra
area da etapa anterior multiplicagdo
algébrica
t4 3: Encontrar a area
da figura obtida na X X X X
Etapa 2
t44: Construir uma
férmula para o
calculo da medida da X X X X
area na Etapan

Fonte: Autores (2022).

Para complementar as informacdes contidas no Quadro 14, seguimos para a subtarefa
t41, €m que identificamos que o estudante E2 ndo apresentou uma resolucgéo ou justificativas
para que possamos analisar. Com relacao aos estudantes E1, E3, E4, E5, E6, E7, E8 e E9, estes
apresentaram a resposta final A,, COmo vemos a seguir:

Figura 36: Técnica tis ;4 do E1

4. 1de a Are: QY 1
Considere a 4rca dessa figura obtida com a Etapa 0 como sendo A,. Essa informacdo serd

usada posteriormentc para o célculo da drca em out

Ao

ras ctapas.

Fonte: Autores, 2021.

Como no enunciado da subtarefa ja apresentava a resposta a ser considerada,

entendemos que a técnica ti,,, € explicita, e consiste em considerar a area prevista no
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enunciado da tarefa, sendo mobilizada ao ler o enunciado e ao compreender que aquela area
ndo precisaria necessariamente de um valor numerico para ser considerado. Tendo em vista
todo o percurso, podemos conjecturar que esses estudantes mobilizaram a ti, 4 ; pois observou-
se que todos apresentaram a resposta esperada.

Desse modo, entendemos que a justificativa que € apresentada para a técnica, e
entendida por tecnologia 6i, 4 ;, consiste na no¢do de incégnita e interpretacdo de enunciado
matematico. Para compor o quarteto praxeologico, temos que a teoria 0i, , ; que rege as demais
é compreendida pela algebra. Portanto, entendemos que o quarteto praxeoldgico mobilizado
pelos estudantes E1, E3, E4, E5, E6, E7, E8 e E9 na subtarefa t,, é determinado por
(T4, Tig11,00a1.1,Olgq].

A respeito da subtarefa t, ,, tivemos trés situacGes diferentes. A primeira refere-se aos
estudantes E2 e E9, que ndo apresentaram resultados ou resolugfes. A segunda situacéo diz
respeito aos estudantes E3, E5 e E8, que apresentaram um resultado incorreto para essa
subtarefa. Os estudantes E5 e E8 consideraram a resposta para t,, como sendo a mesma
compreendida na subtarefa t,;, ou seja, indicaram que o resultado seria Ay, 0 que ndo
corresponde ao solicitado.

O estudante E3 trouxe uma ideia de multiplicidade, ou seja, considerou que a area da
Etapa 1 seria 0 dobro na Etapa 2, como podemos observar na sua justificativa: “24,, se na 12
tarefa é A, considerando, isso ficara 24,”. Note que esse estudante pensou que haveria um
aumento da &rea conforme as iteracdes das etapas.

No que concerne a terceira situacdo, temos a mobilizacdo da técnica ti,,; pelos
estudantes E1, E4, E6 e E7. Assim, a Ti,,, consistiu em encontrar a medida da area dos
triangulos acrescentados nessa etapa e somar com a area da etapa anterior, como podemos ver

na Figura 42:

Figura 37: Técnica tis34 do E1

Fonte: Autores, 2021.

. ca a , . 1 . a
Observa-se que E1 concluiu que os triangulos gerados tém area igual a 5 do tridngulo

inicial, como pode ser observado pela Figura 41. Isso acontece porque no interior do triangulo
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e . , . N “r s , . 1 .
inicial € obtido um total de 9 triangulos equilateros menores, gerando uma area igual a 5 da area

- e . . 1 . , - A
inicial, ou seja, - Ao. Com isso, 0 estudante encontrou a area dos triangulos gerados nessa etapa

somado com a area da Etapa 1.

Os estudantes E4, E6 e E7 apresentaram somente o resultado final, no entanto,
entendemos que aplicaram a técnica ti, , 1, pois utilizaram o software para auxiliar tanto na
construcdo como nas conjecturas produzidas para desenvolver uma técnica. Com isso,
considera-se que a 6i,, 4, consiste no conhecimento do elemento figural “triangulo”; nogao
geométrica de area; nocao de multiplicacdo algébrica. Para a teoria 0i, , ;, entendemos que foi
necessaria a utilizacdo da aritmética, geometria e algebra, pois foi preciso utilizar os recursos
que sdo provenientes dessas teorias para se desenvolver uma técnica.

Portanto, entendemos que o quarteto praxeoldgico mobilizado pelos estudantes E1, E4,
E6 e E7 na subtarefa t,; é determinado por [T,,Tis54,0i454,@is,q]. Tal praxeologia
mobilizada pode ser prevista a priori, quando identificamos possiveis resolucdes para a cada
subtarefa.

No que diz respeito a subtarefa t,;, identificamos que os estudantes E8 e E9

apresentaram uma resolucao incorreta, assim como podemos observar na Figura 43.

Figura 38: Resolucéo do E8

4. Considerando A, a drea do tridngulo inicial, qual é a area da figura 2A?

240,34 . A
? 9
Fonte: Autores, 2021.

Intui-se que esse estudante encontrou, pelos seus registros, a area dos triangulos gerados
na Etapa 2, mas de maneira incorreta. Ainda, fez a soma a medida de perimetro na sua Etapa 1
ao invés de somar com a medida de area na sua Etapa 1. Desse modo, deixa-se a resolucdo
dessa subtarefa equivocada.

Os estudantes E1, E2, E3, E4, E5, E6 e E7 ndo apresentaram qualquer tipo de resolucédo
para a subtarefa t, 5.

Para finalizar o conjunto, temos a subtarefa t,: em que os estudantes E8 e E9

apresentaram uma maneira de resolver a subtarefa, conforme observamos na Figura 44:
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Figura 39: Resolucéo do E9

4. Considerando Ay, a drea do tridngulo inicial, qual ¢ a 4rea dessa figura?

Go +_Jb_-go -

3 By

%—,i_ﬁo “"73~_-_‘__._5.
) 5.8 5

-

Paroggs ap,

T
5

Fonte: Autores, 2021.

Nesse caso, notamos que o estudante E9 realizou somente o somatdrio das Etapa 1 e
Etapa 2, desconsiderando para uma Etapa n. Entendemos que esse estudante estava seguindo o
caminho para encontrar uma férmula, mas percebe-se que esse estudante ndo apresenta
compreensdo de generalidade, sendo algo que precisa ser estimulado. Assim, por apresentar
calculos equivocados para cumprir a subtarefa, ndo podemos identificar o quarteto
praxeoldgico.

Os estudantes E1, E2, E3, E4, E5, E6 e E7 ndo apresentaram qualquer tipo de resolucéo
para a subtarefa t, 4.

Para tanto, foi realizada a analise praxeoldgica a posteriori do tipo de tarefa T,, em que
identificamos as praxeologias mobilizadas por alguns estudantes. Desse modo, realizaremos
aproximacdes com a analise a priori, identificando quais as aproximacdes que foram possiveis

técnicas de serem identificadas, conforme o exposto no Quadro 15:

Quadro 15: Aproximagcdes das analises a priori e a posteriori das técnicas do tipo de tarefa 7,24

24 As partes em que ndo forem marcados os “X” significa que a técnica mencionada niio foi mobiliza a priori, a
posteriori ou em ambas as situacdes.
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Considerar a area prevista no enunciado da Tarefa t11 X X

Encontrar a medida da area dos triangulos

acrescentados nessa etapa e somar com a area da tio X X
etapa anterior (Etapa 0)

Encontrar a medida da area dos triangulos

acrescentados nessa etapa e somar com a area da t13 X
etapa anterior (Etapa 1)

Encontrar um fator comum entre todas as

subtarefas anteriores de modo a descrever a tia X

férmula para a medida da &rea em uma Etapa n

Fonte: Autores (2021)

Com o Quadro 15, observamos quais técnicas previstas foram efetivamente mobilizadas
pelos estudantes. Também, evidenciamos que ndo houve técnicas mobilizadas a posteriori e
ndo foram previstas a priori. Nesse sentido, com as aproximacGes das analises, podemos
constatar que a OM empregada para o tipo de tarefa T, foi validada devido a mobilizacao das
técnicas previamente discutidas, contudo, notamos que nessa subtarefa a construcdo da formula
ndo foi alcangada por nenhum estudante. Apos as tarefas terem sido entregues, 0s ministrantes
do curso realizaram a generalizag&o no quadro para que os estudantes pudessem comparar suas
respostas e complementar suas ideias.

Como uma forma de melhor esclarecer a Organizacdo Didatica da implementacao,
realizamos, na proxima secdo, uma analise que discute as observac@es realizadas que resultaram
na producdo dos dados coletos. Assim, faremos a analise da OD sob a lente tedrica dos
momentos didaticos propostos por Chevallard, como forma de subsidiar a discussao acerca da

implementacéo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Com essa pesquisa, realizamos um estudo acerca de Organizagfes Praxeoldgicas
desenvolvidas para a construcdo e exploracdo do Fractal Ilha de Koch. Deste modo,
objetivamos investigar, por meio da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), as praxeologias
mobilizadas por estudantes do Ensino Médio durante a construgdo de férmulas de perimetro e
area do Fractal Ilha de Koch, em que pautamos na seguinte problematica de pesquisa: Quais as
praxeologias mobilizadas por estudantes do Ensino Médio durante a construcdo de formulas
para o calculo de medidas de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch?

Como forma de subsidiar a pesquisa, entendemos que a Teoria Antropolégica do
Didatico foi relevante para a construcdo desse texto, uma vez que ela permitiu realizar um olhar
tedrico acerca do que se produziu e do que coletou. Assim, a TAD auxiliou na elaboracédo e na
identificacdo das praxeoldgicas mobilizadas pelos estudantes durante a exploracéo do Fractal
Ilha de Koch. Com isso, observamos que a TAD permitiu a elaboracdo, o estudo e analise
acerca de um conhecimento e de praticas em sala de aula da Geometria Fractal, propiciando um
material de ensino e aprendizagem para estudantes da Educagdo Bésica, adequado ao contexto
e a situacdo vigente. Do mesmo modo, a utilizacdo do aporte metodolégico adotado, a
Engenharia Didética, propiciou realizar um estudo aprofundado a respeito do fractal Ilha de
Koch, as tarefas propiciadas pela TAD e delineando todo o escopo metodolégico desta
pesquisa.

Diante da questédo de pesquisa, obtivemos um resultado proveniente da realizacdo do
mapeamento, isto €, a revisdo de literatura abordada nesta pesquisa, cujo objetivo consistiu em
uma andlise epistémica do tema abordado e verificar como as pesquisas relacionadas a
Geometria Fractal estavam sendo realizadas, evidenciando o diferencial adotado em nesta
pesquisa para com as demais pesquisas. Com isso, observamos que esse mapeamento Nnos
auxiliou na delimitacdo da pesquisa, uma vez que concluimos que houve uma predisposicdo
para utilizar os softwares matematicos para auxiliar pesquisas em sala de aula. Ainda, pudemos
concluir que por meio das pesquisas revisitadas identificamos somente uma que trabalhava com
o Fractal Ilha de Koch, que é 0 nosso objeto matematico.

Observamos que a Organizacdo Matematica retratada, implementada e analisada, pode
ser incrementada nas salas de aulas a partir da mobilizacdo de Organizacdes Didaticas,
escolhendo em qual contexto e em quais situacGes serdo apresentadas aos estudantes. Assim,

com a Teoria Antropoldgica do Didatico, podemos isolar as tarefas e fazer uma analise a
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respeito das técnicas e as suas justificativas - a tecnologia - e a teoria, e realizar uma analise da
OD para que possamos valida-la de acordo com os momentos didaticos.

Para complementar e auxiliar na obtencéo de respostas aos objetivos geral e especificos,
apresentamos um outro resultado, que diz respeito a contribuicdo da andlise a priori, pois a
partir dela previmos algumas praxeologias que poderiam ocorrer em sala de aula. Por meio da
analise a priori, realizada a modelizacdo da OP, que consistiu na Organizacdo Didatica e na
Organizacdo Matematica, realizamos uma analise dessas situacbes que caracterizaram a
Organizacdo Praxeoldgica.

Dessa maneira, pudemos identificar as praxeologias mobilizadas pelos estudantes.
Algumas dessas praxeologias foram constatadas quando houve o confrontamento na analise a
posteriori com a andlise a priori e, outras puderam ser identificadas somente na analise a
posteriori, ou seja, apos a experimentacdo, houve situacdes que ndo foram previstas, porém
contempladas durante a implementacdo, consequentemente, na anélise a posteriori. Assim, foi
possivel verificarmos que houve fatos “novos” que ndo estavam previstos e que auxiliaram para
a aprendizagem dos estudantes e na reconstrucdo das praxeologias.

Logo, ao analisarmos os dados, constatamos fatores que possibilitaram ou
impossibilitaram o desenvolvimento da OP, em uma sala de aula. Para tal, nesse primeiro
momento, conjecturamos a possibilidade de que o software GeoGebra pode ser um recurso para
auxiliar as exploracGes matematicas acerca do fractal, uma vez que por meio da analise dos
dados, pudemos observar que houve uma relacéo entre o objeto matematico e o software, a qual
permitiu realizar exploraces e elencar hipoteses.

No entanto, algumas limitacGes no decorrer da implementacdo foram identificadas.
Embora tenhamos realizado duas implementacdes piloto, estas foram realizadas no contexto da
pandemia da COVID-19 e, por isso, foram feitas de modo remoto, 0 que ndo nos possibilitou
refinar totalmente nossa implementacdo para a producdo dos dados. Sendo assim, durante a
implementagdo, identificamos que, além das dificuldades relacionadas a assuntos matematicos
(o que era de se esperar), a falta de conhecimento do software GeoGebra por parte dos alunos
proporcionou uma intervencdo dos pesquisadores no controle do tempo para a implementacéo.

Isto é, os estudantes demonstraram dificuldades para a construcdo do fractal no
software, mesmo de posse do tutorial, e isso demandou mais tempo da implementacdo do que
previamos. Neste caso, durante a exploracdo matematica do fractal, momento em que o0s
estudantes realizavam as tarefas, o tempo foi escasso, impossibilitando uma exploracdo
matematica com a qualidade que gostariamos. Sendo assim, reconhecemos que para uma

implementacdo como a que propomos, que fez uso de um software geométrico para construcao
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(desconhecido pelos estudantes) e almejava a construgdo de férmulas de perimetro e area do
fractal Ilha de Koch, necessitdvamos de um tempo maior que 4 horas/aulas.

Outra limitacdo que constatamos, foi que durante a experimentacao, tivemos variaveis
de dificil controle, pois estadvamos em um momento pandémico, o qual o colégio adotou o
ensino remoto e hibrido (uma parcela dos alunos acompanhavam as aulas presencialmente e
outra parcela acompanhavam remotamente), essa situacdo foi um limitador, pois nao
conseguimos, enquanto um grupo de 4 pesquisadores, articular ambos grupos de estudantes
para gque ocorresse aprendizagem nos dois ambientes de ensino.

A elaboracdo de uma Organizacdo Didatica para o ensino e aprendizagem de uma
Organizacdo Matematica possibilitou que identificAssemos aspectos acerca dos conhecimentos
prévios dos estudantes, a pertinéncia da (re)introducdo da Geometria Fractal na Educacéo
Basica, e a validade das Organizagdes Praxeoldgicas construidas. Nesse sentido, com a analise
dos dados, observamos que os estudantes apresentaram dificuldades acerca de nogdes basicas
de geometria, como: nocao de area de uma figura, perimetro, definicdo de segmento, dentre
outros. Os estudantes também apresentaram dificuldades em algebra, como: nocéao de variavel,
compreensdo de generalizacdo, construcdo de formulas, dentre outras. Com isso, identificamos
que ainda ha lacunas acerca dos conhecimentos prévios destes estudantes.

Nesse sentido, entendemos que tal OP permitiu que esse conhecimento pudesse estar
presente na Educacdo Béasica, como forma de encaminhar e agucar os estudantes a perceberem
as diferentes perspectivas matematicas, para além de uma matematica distante de aplicagdes.
E, podemos afirmar que os estudantes se sentiram curiosos e instigados a investigar o fractal
Ilha de Koch por meio do GeoGebra com base em seus padrdes e regularidades, uma vez que
este fractal tem um aspecto belo que se assemelha a um floco de neve.

A partir disso, ressaltamos que nas 4 tarefas que foram implementadas, identificamos
praxeologias emergentes pelos estudantes, em que presenciamos dificuldades em realizar
generalizacOes e identificar o padrdo fractal. Com esse resultado, essa pesquisa reforca a
importancia de se inserir e continuar a realizar pesquisas por meio dos fractais, principalmente
na sala de aula, uma vez que essa geometria propicia a articulacdo com outras nocdes
matematicas permeando o campo da interdisciplinaridade.

Destaca-se ainda com essa pesquisa, que existem muitos estudos a ser realizado partindo
dessa pesquisa, surgindo questionamentos do tipo: como abordar o ensino da Geometria Fractal
por meio de um software no ensino hibrido? De que maneira pode-se estudar outros fractais por
meio da Teoria Antropoldgica do Didatico? De forma é possivel aplicar esses constructos

teoricos utilizados nessa pesquisa na formacgédo de professores? Permeando questionamentos
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destes tipos ou outros que apresentem respostas para as limitagcOes apresentadas nessas
pesquisas, sugere-se a continuidade desta pesquisa, ampliando os diferentes olhares e lentes
teodricas que podem ser investigados e acrescidos a esta pesquisa em Educacdo Matematica.

Portanto, entendemos que essa pesquisa manifesta a importancia de se trabalhar e
realizar pesquisas com a Geometria Fractal em sala de aula, uma vez que constatamos que 0s
estudantes apresentam dificuldades acerca de nogdes matematicas que podem ser aprendidas e
exploradas. Com esta pesquisa, apresentamos perspectivas que a Teoria Antropologica do
Didatico e da Engenharia didatica pode proporcionar aos dados coletados, ressignificando todo
0 contexto e constructos tedricos e metodoldgicos desta pesquisa.
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APENDICES A — Tutorial para a construcéo do Fractal Ilha de
Koch

CONSTRUCAO

DO FRACTAL

ILHA DE KOCH
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Explorando o Fractal Ilha de Koch por meio do software

GeoGebra
Vinicius Murilo Fratucci®
Mariana Moran?®
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Valdirene Maria dos Santos?®
RESUMO

Os fractais podem ser entendidos como entes matematicos os quais suas partes possuem
semelhanga com o todo. Eles compdem a Geometria dos Fractais, considerada como uma
geometria ndo-euclidiana, essa geometria é parte integrante da BNCC (Base Nacional comum

Curricular) e das Diretrizes Curriculares para a Educagédo Bésica do Estado do Parand. Para este
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minicurso propomos a exploracdo de uma atividade relacionada a construcdo do Fractal Ilha de
Koch utilizando o software GeoGebra. A atividade terd como foco a exploracdo de diversos
conceitos de geometria, nimeros e algebra, presentes na Educacdo Basica. Com a realizacdo
desta atividade, espera-se que o0s participantes do minicurso compreendam a importancia da
Geometria dos Fractais para as aulas de Matematica, e vislumbrem as possibilidades de trabalho
com diversos conceitos matematicos durante a exploracdo de tarefas sobre Geometria dos

Fractais em sala de aula.

INTRODUCAO

O estudo dos Fractais vem ocorrendo ao longo dos anos e seu precursor foi o matematico
Bernoit Mandelbrot (1924-2010) que fez diversas contribuicfes para essa Geometria, dentre
elas o termo “Fractais” (BARBOSA, 2005, p. 9). A Geometria Fractal é constituida por trés
caracteristicas principais, sdo elas “[...] a auto-semelhanca, a complexidade infinita e a sua
dimensao” (ASSIS et al., 2008, p. 2304-2).

Essas propriedades dos fractais podem ser compreendidas de acordo com Assis et al.
(2008), de maneira em que a autossemelhanca pode ser entendida quando uma porgédo de um
Fractal pode ser visualizada como uma réplica do Fractal como um todo, porém em uma escala
menor. No que se refere a complexidade infinita, € compreendida pelo fato de sua geracdo de
imagens ocorrer por um numero infinito de iteragbes. E por fim, a dimensdo Fractal, ela
representa o grau de ocupacao em que esse Fractal tem no espaco, ou seja, esta relacionado com
0 seu grau de irregularidade.

Nota-se que a partir dos estudos dessas principais caracteristicas que compdem um
Fractal, podemos entdo dizer que a Curva de Koch, consequentemente, a llha de Koch é um
Fractal. Concernente a isso, tem-se que os primeiros indicios da Ilha de Koch, apresentam-se
com a Curva de Koch introduzida pelo matematico polonés Herge Von Koch em meados de
1904 e 1906, que hoje leva seu nome (BARBOSA, 2005). A partir disso, vem-se a criacdo da
Ilha de Koch, que € iniciado com um tridngulo equilatero e em seus segmentos ha a construcao
da Curva de Koch, construindo o Floco de Neve, como podemos ver na Figura 1.

Com esses estudos, tem-se o interesse de desenvolver algumas situagdes em que o
software GeoGebra pode ser utilizado para conduzir estudantes a construir e explorar o Fractal
Ilha de Koch.

Figura 1 - Niveis do Fractal llha de Koch
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Fonte: Autores (2021).

A atividade aqui proposta tem como alvo, professores e futuros professores que ensinam
Matematica, sendo que os pontos abordados fazem referéncia a contetdo do 8° ano a 2° ano do
Ensino Médio, segundo a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018) e as
Diretrizes Curriculares para a Educacdo Bésica para o Estado do Parana — DCE (PARANA,
2008). Entretanto, realizadas as devidas adaptacGes, a mesma pode ser trabalhada em outros
niveis escolares.

Para a construcdo da Curva de Koch utilizaremos o software GeoGebra Classic 5 para
computador. Caso ndo tenha, pode ser encontrado para download no site:
https://www.geogebra.org/download.

Todas as imagens e figuras apresentadas nessa apostila, foram construidas por seus
autores.

Passos necessarios para obtermos a Curva de Koch.

Abra o software GeoGebra. Feito isso, esclarecemos que cada quadrado da imagem
abaixo sera denominado de icone no decorrer da construcao.

R oA LT P OO L N 22 )

Com isso, clique com o botao direito na janela de visualizagdo e selecione “Eixos” para

ocultar os eixos.

Janela de Visualizagédo

Eixos
Malha
Barra de Navegacéo

N
H

&, Zoom >
EixoX : EixoY ?
Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padréo Ctrl+M

¢ Janela de Visualizacéo ..
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Faca 0 mesmo processo, porém agora sera para ocultar a malha.

Passo 1: no terceiro icone do GeoGebra, selecione a ferramenta “Segmento”.

Arguivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

2 AEL el O] LN =] @)

~ Janela dE/ Reta alizagdo
| =t~ £
Ponto Segmento

Segment . .
gmert <+ Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta

Caminho Poligonal

Vetor

RURIEIURY

Vetor a Partir de um Ponto

Feito isso, clique na area de construcdo e em seguida, construa um segmento de qualquer

medida.

Devera ficar semelhante a este:

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Al 3

» Janela de Algebra
® A=(3,3)

® B=(11,3)

® f=8

Passo 2: no sexto icone, selecione a ferramenta “Circulo dados Centro e Raio”.

DIOIO] LN =2 <)

~ Janela de Visualizacédo

Arquivo Editar Exibir Opctes Ferramentas Janela Ajuda

N E BN o] @l FAINIESIESEN

- .‘Janela de Algebra @ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
v fuv

- Ponto @ Circulo dados Centro e Raio

e A=(33) ®

~® B=(11,3) >~ Compasso

.Sefg;TZnto Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo

Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

S DT O

Setor Circuncircular
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Agora, clique no ponto A, aparecera uma janela para que se insira o raio de medida
“f/3”,na qual, f é 0 segmento criado anteriormente. Clique em OK.

%7 Circulo dados Centro e Raio X
Raio

3]

OK Cancelar

Deste modo, criaremos uma circunferéncia denominada de ¢ da seguinte maneira:

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Al A B @NON N2l 3

» Janela de Algebra

® A=(3,3)

® B=(11,3)

® f=8

® ci(x-3p+(y-3F=7141

~ Janela de Visualizacdo

Faca 0 mesmo processo para o ponto B. Clique nele, aparecerd uma janela para que se

insira o raio de tamanho “f /37, ira criar uma circunferéncia denominada de d e clique em OK.

Ficara da seguinte forma:
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Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

N S o sl PN

» Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagdo
® A=(3,3) O~ e— |
® B=(11,3)
® f=8
® c(x-3pF+(y-3P=711
® di(x-1MpP+(y-3p=7.11

c d

A B

b

Passo 3: no segundo icone, clique em “Intersecdo entre dois objetos”.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

N = R BNl s P NIET Y

» Jan .A Ponto ela de Visualizagao
® A= o AL |

® B: " Pontoem Objeto

[ ] =

°® c:|.{/ Vincular / Desvincular Ponto

® d:

>( Intersecéio de Dois Objetos

e Ponto Médio ou Centro

e MNimero Complexo

N Otimizacéo .
f\} Raizes \

Agora, selecione o segmento f e a circunferéncia c, isso ird gerar um ponto C. Da mesma

forma, seleciona o segmento f e a circunferéncia d, gerando um ponto D. Veja como ficam as

intersecoes.

» Janela de Algebra > | = Janela de Visualizagdo
® A=(3,3) MW~ o~ av|

® B=(11,3)

® f=8

® ci(x-3P+(y-3P=711
® di(x-11p+(y-3p=711
® C=(567,3) c d
® D=(8.333)
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Passo 4: no sexto icone, selecione a ferramenta “Circulo dados centro e um de seus

pontos”.

& A I D OO )N =2 )

» Janela de Algebra Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

@@

Circulo dados Centro e Raio

=
1/

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo
Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

D> O O

Feito isso, selecione o ponto C, sendo o centro, e 0 ponto D, para termos o raio CD.

~ Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagéo
[ A -

® A=(3,3)

® B=(11,3)

® f=8

ci(x-3P+(y-3P=711

d: (x-112+(y-32=711

C=(5.67,3)

D =(8.33,3)

e:(x-5.67P+(y-3P=711

Da mesma maneira, agora selecione o ponto D, sendo o centro, e o ponto C, para termos
o raio DC. Veja:
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N S o) =1 N ET S

~ Janela de Algebra Xl |~ Janela de Visualizagéo
SE
Conica
@ el (x-3P+(y-3P=7.11
® d(x-11p+(y-3P=711
@ e (x-567P+(y-3P=7.11
® g:(x-833P+(y-3p=711
Ponto
-® A=(3,3)
@ B=(11,3)
-® C=(5.67,3)
® D=(833,3)
Segmento
@ f=8

Passo 5: no segundo icone, clique em “Interse¢ao de Dois Objetos”.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

2Bl B el o) 4 N = )

¥ Jan .A Ponto ela de Visualizagao
® A= o~ mv |

® B= @ Ponto em Objeto

® f=

® c:|/ Vincular / Desvincular Ponto

® d:

)-( Intersecéio de Dois Objetos

. ' Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

N Otimizacao °
f’\} Raizes \

Clique nas circunferéncias e e g, gerando dois pois de intersecdo, considere o ponto que
foi gerado na parte inferior do segmento. E assim, ira gerar um ponto E na intersecdo das

circunferéncias e e g da seguinte maneira.

~ Janela de Algebra Xl |~ Janela de Visualizagéo
== fav AC~
Canica
@ e (x-3P+(y-3=711
® d:(x-112+(y-3F=T711
- ® er(x-5.67P+(y-3P=7.11
® g:(x-833p+[y-3F=711
Ponto
~® A=(3,3)
@ B=(11,3)
~® C=(5.67,3)
~® D=(8.33,3)
® E=(7,0.69)
Segmento
® f=8
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Esconda o segmento f.

~ Janela de Algebra X | * Jan
| 1~ fiv
Conica

~® ¢l (X-3P+(y-3F=711

-~ @ d:(x-11pP+(y-3pP=7.11
® e:(x-567P+(y-3)P=711

~® g:(x-833P+(y-3pF=711

Ponto
® A=(53)
® B=(11,3)
-@® C=(5.67,3)
~-® D=(8.33, 3)
® E=(7,0.69)
Segmento
g Segmento f: Segmento A, B
| Exibir Objeto
A+l Exibir Rétulo
# Habilitar Rastro
Renomear
4. Apagar
¢ Propriedades ...

Passo 6: no terceiro icone do GeoGebra, selecione a ferramenta “Segmento”.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

) AAL O] LN =] @)

¥ Janela de/ Reta alizagdo
| =i f
Ponto Segmento

Segmenti ) i
9 " Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta

Caminho Poligonal

Vetor

Vetor a Partir de um Ponto

NN N

Com a utilizag&o dessa ferramenta, construa segmentos AC, CE, ED e DB. A construgao

se ficara na seguinte forma:

~ Janela de Algebra X | v Janela de Visualizagdo

|=lv fov W~ — v
Cdnica
® ci(x-3P+(y-3P=711

® d:(x-11pP+(y-3P=711
® e:(x-567P+(y-3P=7.11
® g:(x-8.33+(y-3F=711
Ponto
® A=(3,3)
~® B=(11,3)
® C=(567,3)
-® D=(8.33,3)
® E=(7,0.69)
Segmento
- f=8
® h=267
- ® =267
® j=267
- ® k=2.67
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Agora, oculte as conicas ¢, d, e e g. Selecione com o botdo direito do mouse em cénica

e clique em “Exibir Objeto”.
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Aol Ol <l =] <]

* Janela de Visualizagdo
.-

~ Janela de Algebra X
[ A~
Cénid .
@ c; Selegio
: d: Equagﬁoax’+bxy+cy’+dx+ey:f /'—
-0 e
® g: °  Exbir Objeto c
Pontc a+|  Exibir Rétulo
® A= Habilitar Rastro
-® Bs
)
®
°

v A |

c -7 Apagar

D+ % Propriedades .. l

=T, v.uT] | '

Desse modo, teremos um primeiro momento da curva de Koch. Veja:

DNl s PN

~ Janela de Algebra X | = Janela de Visualizagio
| iv i -
Cénica
c(x-3P+(y-3P=711
d: (x-11P+(y-3P=711
e (x-5.67)P+(y-3P=711
g (x-8332+(y-3p2=711 A c D B
Ponto b M
~® A=(3,3)
® B=(11,3)
® C=(567,3)
~-@® D=(8.33,3) [ ]
~@® E=(7,0.69)
Segmento
f=8
~® h=267

Passo 7: Vamos criar uma ferramenta para facilitar a nossa construgdo. Clique em

“ferramentas” e selecione o item “Criar uma Nova Ferramenta...”.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

- P Configurar Barra de Ferramentas
- - - ~ 5% Criar uma Nova Ferramenta __.

~ Janela de Algebra Gerenciar Ferramentas ..

| - j.v | -

Aparecera uma janela para acrescentar algumas informacoes.
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©2 Criar uma Nova Ferramenta X

Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista

~

A
v

< Voltar Proximo = Cancelar

Em “Objetos Finais” selecione: segmento h, ponto C, segmento i, ponto E, segmento j,
ponto D e 0 segmento k, consecutivamente.

€ Criar uma Nova Ferramenta X

Objetos Finais Objetos Iniciais Mome e icone

Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

)

Circulo e Circulo por D com centro C

Circulo g- Circulo por C com centro D &
Ponto C
Ponto D
Ponto E v
< \oltar Préximo = Cancelar

Apds selecionado, ficard da seguinte forma:

%4

Objetos Finais Qbjetos Iniciais Nome e icone

Selecione os objetos na construcédo ou escolha-os de uma lista

w

Segmento h: Segmento A, C A
Ponto C v
Segmento i- Segmento C, E

Ponto E x
Segmento j: Segmento E, D

Ponto D

Segmento k: Segmento D, B

< Voltar Préximo = Cancelar

Clique em “Proximo”, e iremos para a janela de “Objetos Iniciais”. E nela, aparecera
“Ponto A” e “Ponto B”.
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¥ Criar uma Nova Ferramenta X
Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone
Selecione os objetos na construcio ou escolha-os de uma lista
-

Ponto A A
Ponto B

v

X

<Voltar || Préximo > Cancelar

Clique em proximo. Iremos para a janela “Nome e Icone”.

%7 Criar uma Nova Ferramenta X

Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone

Nome da ferramenta | gEl{ElullaeEN;

Nome do comando |Ferramenta1

Ajuda da ferramenta

aQ$ Exibir na Barra de Ferramentas

icone

< Voltar Concluido Cancelar

De o nome da ferramenta de “Koch” ou da maneira que preferir e aperte em
“Concluido”.

¥ Criar uma Nova Ferramenta
Objetos Finais Objetos Iniciais Nome elcone

Nome da ferramenta Koch|
Nome do comando |Kach

Ajuda da ferramenta

Q Exibir na Barra de Ferramentas

Icone

< Voltar Concluido Cancelar

Pronto, criamos uma ferramenta que facilitara o nosso processo de construcdo da Curva
de Koch. E assim, teremos 0 seguinte icone no GeoGebra.
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

-A.__._. / f:’ 4:\’ @ @ ‘{. N 333 ‘?F' A

~ Janela de Algebra A | Janela de Visualizagio Koch
| =l faw - Koch[ <Ponto=, <Ponto> ]

Veja que o comando dela é selecionar dois pontos distintos.

Como ja criamos a ferramenta que nos auxilia para a cria¢do da Curva de Koch, oculte
todos os itens criados, ou seja, selecione-os e clique em “Exibir Objeto”. ATENCAO: nio
feche 0 GeoGebra pois podera perder a ferramenta criada, somente esconda-os!

Passo 8: Selecione o quinto icone, e utilize a ferramenta “Poligono Regular” e construa

um tridngulo equilatero.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Bl b ool 4N =]+

¥ Janela de Algebra N Poligono a0
[=lv fev '
P

Cénica +.» Poligono Regular

Ce 3Ry 3R

d: (x-112 +(y-3) o Poligono Rigido

e (X -B.6TR+(y -

g (x-8.332 +(y - L\" Poligono Semideformavel c
- Ponto - b Q
e A=(33) | \

Agora, selecione o ponto A e B, criando inicialmente, parecera uma janela para incluir

quantos vértices. Nela, acrescente o0 nimero 3, clique OK, para formar um tridngulo equilatero.

©F Poligono Regular x
Vértices
3| a

OK Cancelar

E a Figura O ficara assim:
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pol

Esse triangulo equilatero € o primeiro passo para construirmos a Curva de Koch, e essa

parte é denominada de Etapa O.

ETAPAO
Considerando a Etapa 0, responda os seguintes questionamentos justificando sua
resposta:
1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa?
2. Qual ¢é a quantidade de tridngulos obtidos nessa etapa?
3. Considerando o comprimento de cada segmento sendo c, qual é o perimetro da figura
obtida nessa etapa?
4. Considere a &rea dessa figura obtida com a Etapa 0 como sendo 4. Essa informacéo

sera usada posteriormente para o calculo da area em outras etapas.

Passo 9: Como ja criamos uma ferramenta denominada Koch, selecione-a e clique em
dois pontos, digamos, pontos A e B, respectivamente. Sempre selecione os pontos de maneira
que siga o sentido anti-horario. Obteremos o seguinte:
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GICIslololaN=]+,

* Janela de Algebra % |~ Janela de Visualizagio

1

Conica
e (x-3F+fy-3F =711
d: (-1 +y -3 =711
e [x-B.67) +(y-3 =711
9 (x-8.33F + [y -3 =711

Paligono

® polt =27.71

Panto

® A=(3,3)

® B=(11,3)

® C=(567,3)

® D=(8.33,3)

® E=(7,069)

Segmenta
f=8

® h=267

® =267

® j=267

® k=267

® =3

F

Faca isso sucessivamente, sempre escolhendo dois pontos de forma que seja o sentido

anti-horario.

Temos a Figura 1A.
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Esconda o poligono. Clique em “Exibir Objeto” para podermos escondé-lo.

~ Janela de Algebra & X | v Janela de
‘ - f: - OO~ e—
Cdnica
c:(x-3P+(y-3fF=711
d: (x-11p2+(y-3pP=7.11
e:(x-567pP+(y-3P=711
g:(x-833P+(y-3)P=711
Polignna
-@® pt  Poligono poll: Poligono(A, B, 3)

Pont —
e ALl Exibir Objeto

B *| Exibir Rotulo
c|# Habilitar Rastro

D Renomear

E /' Apagar

H| ¢ Propriedades ...
I1=1433. 5311

Desta maneira, teremos a seguinte construcdo, a Figura 1B. E esta construcdo é a

segunda parte da construcdo da Curva de Koch, essa parte é denominada de Etapa 1.
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ETAPA 1
Considerando a Etapa 1, responda 0s seguintes questionamentos justificando sua
resposta:
1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa da figura 1B?
2. Qual é a quantidade de triangulos obtidos nessa etapa da figura 1A?
3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo c, qual é o
perimetro da figura 1B?

4. Considerando Ay, a area do triangulo inicial, qual é a area dessa figura 1A?

Destaquemos que, quando realizamos esse processo novamente, considerando esses

novos pontos criados, teremos a seguinte construcdo em um dos lados.
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Continuando com as interagdes, fazendo isso para outros dois pontos no sentido anti-

horério conseguimos a construcdo, denominada de Figura 2A.

F

Vo oV

poll

Observamos que temos um seguimento que fecha o tridngulo, nesse caso, 0 segmento p

e f;. Entéo, basta escondé-lo. Assim:

Faca esse processo com 0s demais. Agora, fazendo a ocultacdo dos objetos, ou seja,
esconder as denominacg@es dadas a eles. Conseguindo entédo a Figura 2B. Essa nova construgéo
sera denominada de ETAPA 2.
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ETAPA 2
Considerando a Etapa 2, responda os seguintes questionamentos justificando sua
resposta:
1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa da figura 2B?
2. Qual é a quantidade de triangulos obtidos nessa etapa da figura 2A?
3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo c, qual é o
perimetro da figura 2B?

4. Considerando Ay, a area do triangulo inicial, qual é a area da figura 2A?

Fazendo esse processo novamente com os demais pontos. Lembrando que, deve ser feito

para outros dois pontos no sentido anti-horario. Obtemos a Figura 3A.
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Agora, fazendo a ocultacdo dos objetos e 0s segmentos, ou seja, esconder as
denominacdes dadas a eles. Conseguimos a Figura 3B. Conseguimos a construgédo da Ilha de
Koch na ETAPA 3 Veja:

E para finalizarmos a construgdo ocultamos os pontos e colorimos a figura.
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Tal iteracdo pode ser repetida n vezes de tal modo que vislumbramos a ETAPA n, ou

seja, a etapa n-ésima da construcdo. Essa etapa significa um nimero muito grande de iteracdes,

que ndo pode ser apresentado, representando assim uma das principais caracteristicas do

Fractal, a sua complexidade infinita.

Imaginando que vocé chegou até a n-ésima etapa, resolva as tarefas da Etapa N.

resposta:

ETAPAN

perimetro da figura obtida nessa etapa?

Considerando a Etapa n, responda os seguintes questionamentos justificando sua
1. Qual é a quantidade de segmentos construidos nessa etapa?
2. Qual é a quantidade de triangulos construidos nessa etapa?

3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo c, qual é o

4. Considerando A, a area do triangulo inicial, qual ¢é a area dessa figura?

Resultados das tarefas de cada Etapa

_ ) Medida de ] }
Quantidade Quantidade Perimetro Area da
Etapas N cada . .
de segmentos | de triangulos da figura figura
segmento
0
1
2
N

A seguir, apresentamos alguns fractais coloridas construidos na ETAPA 3!
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Basta agora, usar a criatividade e realizar quantas interaces e alteracdes de cor que

preferir. Divirta-se!
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APENDICES B — Tarefas das Etapas do Fractal

Aluno:

ETAPAOQ

/N
Figura O: Etapé 0
Considerando a Etapa 0, responda 0s seguintes questionamentos justificando sua resposta:

1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa?

2. Qual é a quantidade de triangulos obtidos nessa etapa?

3. Considerando o comprimento de cada segmento sendo ¢, qual é o perimetro da

figura obtida nessa etapa?

4. Considere a area dessa figura obtida com a Etapa 0 como sendo A,. Essa

informacdo seré usada posteriormente para o calculo da area em outras etapas.
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Aluno:

ETAPA 1

FAN
FAR
VAR
/ N\

N\ /
\ /
\ /
N /

\ /

/ AN
/ \

/ \

/ N
/ \
AN —
N\ /

\ /

N/

/

Figura 1A: Etapa 1 com as Figura 1B: Etapa 1
etapas anteriores

Considerando a Etapa 1, responda os seguintes questionamentos justificando sua resposta:

1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa da figura 1B?

2. Qual é a quantidade de triangulos obtidos nessa etapa da figura 1A?

3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo ¢, qual

é o perimetro da figura 1B?

4. Considerando A4, a area do triangulo inicial, qual € a area dessa figura 1A?
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Aluno:

ETAPA 2

Figura 2A: Etapa 2 com as Figura 2B: Etapa 2

etapas anteriores

Considerando a Etapa 2, responda o0s seguintes questionamentos justificando sua resposta:

1. Qual é a quantidade de segmentos obtidos nessa etapa da figura 2B?

2. Qual é a quantidade de triangulos obtidos nessa etapa da figura 2A?

3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo ¢, qual

é o perimetro da figura 2B?

4. Considerando A4, a area do triangulo inicial, qual € a area da figura 2A?
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Aluno:

ETAPA N

A

FEtapa 0 Ftapa 1 FEtapa 2 FEtapa 3 Ftapa 4 FEtapa 5

Considerando a Etapa n, responda os seguintes questionamentos justificando sua resposta:

1. Qual é a quantidade de segmentos construidos nessa etapa?

2. Qual é a quantidade de triangulos construidos nessa etapa?

3. Considerando o comprimento de cada segmento da Figura 0 como sendo ¢, qual

é 0 perimetro da figura obtida nessa etapa?

4. Considerando A, a area do triangulo inicial, qual é a area dessa figura?
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Resultados das tarefas de cada Etapa

_ ) Medida de i
Quantidade | Quantidade de Perimetro Area da
Etapas N cada ) )
de segmentos triangulos da figura figura
segmento
0
1
2
N
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