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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo caracterizar praxeologias didaticas e matemaéticas da
abordagem do contetdo Geometria dos Fractais em livros didaticos do Ensino Médio. Diante
do conhecimento da inclusdo da Geometria Fractal nas Diretrizes Curriculares de Matematica
do Estado do Parana (DCE) desde 2008, para alcancar o objetigo geral da pesquisa, propomos-
nos a analisar quatro colecOes de livros didaticos aprovadas pelo Plano Nacional do Livro
Didatico (PNLD) de 2018, e que foram as mais adotadas entre as 5 maiores cidades, em termos
de habitantes, deste estado. A analise dos dados produzidos foi realizada sob o ponto de vista
das organizacBGes praxeoldgicas, sendo nosso referencial tedrico-metodoldgico a Teoria
Antropologica do Didéatico, que oportunizou investigar escolhas matematicas e didaticas dos
autores das colecbes. Diante das analises, podemos apontar que o conteido Geometria dos
Fractais se faz presente, seja de modo tedrico ou durante os exercicios, em 4 dos 16 livros
didaticos analisados, de modo articulado com outros contetdos matematicos como, por
exemplo, Nimeros e Algebra. Desta forma, observamos que o fato de o assunto Geometria dos
Fractais ndo estar contemplado na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ndo impede que
ele seja trabalhado em sala de aula, uma vez que promove a articulagdo com outras unidades
tematicas indicadas no referido documento. Com relacdo aos Tipos de Tarefas encontrados,
apresentam-se, assim como sugerido nas DCE (PARANA, 2008), mediante exploracdes dos
fractais como o floco de neve e a curva de Koch; o triangulo e o tapete de Sierpinski. Porém,
de maneira geral, predominou uma proposta de ensino para esse tema como meio para 0 ensino
de outros conteudos.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Geometria dos Fractais. Teoria Antropoldgica do
Didético. Livros Didaticos.



ABSTRACT

This research aims at characterizing didactic and mathematical practices of the approach of the
content Geometry of Fractals in high school textbooks. Given the knowledge of the inclusion
of Fractal Geometry in the Curricular Guidelines of Mathematics of the State of Parand (DCE)
since 2008, to achieve the general objective of the research, we propose analyzing four
collections of textbooks approved by the National Textbook Plan (PNLD) of 2018, and which
were the most adopted among the 5 largest cities, in terms of inhabitants of this state. The
analysis of the data produced was performed from the perspective of the praxeological
organizations, and our theoretical-methodological framework was the Anthropological Theory
of didactics, which opportunityed investigating mathematical and didactic choices made by the
authors of the collections. In view of the analyses, we can point out that the content geometry
of fractals is present either theoretically or during the exercises, in 4 of the 16 textbooks
analyzed, articulated with other mathematical contents, such as both both aritmetics and
algebra. Thus, we observed the fact that the subject Geometry of Fractals is not contemplated
in the National Common Curriculum Base (BNCC) does not prevent it from being worked in
the classroom, since it promotes articulation with other thematic units indicated in this
document. Regarding the Types of Tasks found, these are presented, as suggested in the DCE
(PARANA, 2008), through explorations of fractals such as the snowflake and the Koch curve;
sierpinski triangle and carpet. However, in general, a teaching proposal for this theme was
predominant as a means for teaching other contents.

Keywords: Mathematics Education. Fractal geometry. Anthropological Theory of Didactics.
Textbooks.
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1. INTRODUCAO

A ideia de ser professora perpassava minha mente desde o Ensino Fundamental, e as
disciplinas de exatas sempre foram as minhas preferidas, mas a disciplina pela qual eu
apresentava maior afinidade era a Matematica.

No meu ultimo ano do Ensino Médio, mais precisamente no segundo semestre de 2014,
comecei a frequentar um cursinho preparatdrio para vestibular oferecido pela Universidade
Federal de Santa Catarina. Naquele momento, indagacdes surgiram dentro de mim a respeito
de que caminho seguir profissionalmente. Além da escolha docente, outros ramos me
interessaram, como a area da Engenharia Civil. Porém, eu buscava cursar um ensino publico, e
por este motivo e pelas ofertas de cursos nas Universidades publicas da minha regido, optei
pelo curso de Licenciatura em Matematica ofertado pelo Instituto Federal Catarinense, no
Campus de Concordia. Fui aprovada!

Estava ansiosa pelo que o curso pudesse me oferecer, e por ndo possuir conhecimentos
basicos sobre a formacgdo docente do professor de Matematica, ilusoriamente acreditava passar
4 anos essencialmente fazendo contas. Logo no primeiro dia de aula da graduacao deparei-me
com a disciplina de Leitura e producao de textos académicos! Para mim, que sempre apresentei
maior facilidade nas disciplinas de exatas, e muitas vezes encontrei obstaculos na producédo da
minha escrita no periodo da Educacdo Bésica, o primeiro dia de aula foi um choque. Entretanto,
o0 curso foi me cativando aos poucos, e comecei a tomar gosto pela leitura e pela escrita.

Durante o segundo semestre do ano de 2016 fui convidada a participar de um Projeto de
Pesquisa sobre a Geometria dos Fractais, € ndo sabia que, a partir daguele momento, muitas
oportunidades apareceriam, e que meus gostos tomariam forma. Participei do projeto até o fim
da minha graduagéo (2018).

Foi exatamente 0 momento em que tive meu primeiro contato com essa geometria néo-
euclidiana, a qual nunca tinha ouvido falar. Aos poucos fui conhecendo um pouco mais sobre
essa teoria, e fui sendo cativada pelos resultados e aplicacGes dela. Além disso, despertou dentro
de mim um amor pela pesquisa, pela investigacao, pelos debates, que muitas vezes, por falta de
tempo, passaram despercebidos nas aulas, mas que a pesquisa me proporcionou adquirir
facilidade para ouvir e me expressar cada vez melhor. Trata-se de um periodo em que cresci,

ndo apenas na minha formacéo profissional, mas pessoal também.
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A pesquisa me possibilitou conhecer novos lugares e pessoas dispostas a dialogar sobre
Educacdo, e essas experiéncias desencadearam sonhos dentro de mim, de continuar
compartilhando e atribuindo conhecimentos sobre a Educacdo Matematica.

No meu ultimo ano da graduacao (2018), estava decidida que iria buscar por uma vaga
no Mestrado em Educacdo Matematica, e assim realizei 3 selegdes em Programas, todos no
Estado do Parana. Como minha proposta de pesquisa tratava-se de estudos que envolvessem a
Geometria dos Fractais, e sabendo da incluséo desta teoria nas Diretrizes Curriculares do Estado
do Parana (DCE), optei por escolher os Programas paranaenses. Dentre as aprovacdes estava o
PRPGEM, e escolhi a UNESPAR pelo motivo de Unido da Vitoria situar-se mais proxima da
minha cidade natal.

Meu anseio inicial era pesquisar aplicacGes da Geometria dos Fractais por meio da
modelagem, evidenciando sua relacdo com a Biologia. Apds ingressar no mestrado, e diante
das discussdes recorrentes nas orientacdes’, comegcamos os estudos preliminares para delinear
que tipo de pesquisa mais contribuiria para o campo de estudo da Geometria dos Fractais.

Diante do conhecimento que as DCE (PARANA, 2008) indicam que sejam abordados
em sala de aulas os conteudos de noc¢des de geometrias ndo-euclidianas, nos surgiu a indagacédo
de como essas geometrias estdo sendo apresentadas nos livros didaticos. Deste modo, optamos
por olhar de maneira especial para as abordagens nos livros didaticos do conteddo Geometria
dos Fractais.

Nesse periodo de pouco mais de 12 anos desde a entrada oficial desse tema nas
recomendacdes para a Educacdo Basica do estado do Parand, o qual foi pioneiro no Brasil na
implementacdo curricular desta geometria, surgiram pesquisas com foco nesse tema. Também,
pesquisas em outras areas da Matematica foram desenvolvidas no quadro tedrico-metodolégico
sob a perspectiva da TAD, como podemos observar diante do levantamento que realizamos na
plataforma da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes — BDTD.

Para obter o levantamento de Dissertacdes e Teses sobre o tema Geometria dos Fractais
e TAD, realizamos 2 pesquisas simultaneas na BDTD, pois ndo encontramos trabalhos que
abordassem ambas as palavras-chave “Geometria dos Fractais” e “TAD”.

Assim, a primeira investigacdo ocorreu atraves da pesquisa com os filtros “fractal”,
“fractais”, buscando pelo formato de dissertagdes e teses, em que encontramos trabalhos

publicados entre os anos de 1999 e 2020, sendo ao todo vinte e sete pesquisas relacionadas a

L A partir deste momento, o texto deixa de ser escrito na primeira pessoa do singular e passa a atribuir a pluralidade,
por se tratar de uma construcdo conjunta, advinda do trabalho entre orientanda e orientadora.
14



essas caracteristicas. Contudo, nenhuma delas aborda aspectos relacionados a anélise de livros
didaticos sobre a Geometria dos Fractais.

Isto posto, realizamos nossa segunda pesquisa, na qual buscamos pelos assuntos “Teoria
Antropologica do Didatico”, “Livro Didatico”, “Organizagao Praxeoldgica”. Foram localizados
quatorze teses e dissertaces publicadas durante o periodo de 2005 a 2020; mas dentre estas
pesquisar encontradas, nenhuma esta relacionada ao estudo da Geometria dos Fractais.

Por conseguinte, observamos que nossa investigacdo relaciona dois pontos-chave, a
Geometria dos Fractais e a Teoria Antropoldgica do Didatico, e ambas, até 0 momento, néo
apresentam publicagdes de dissertaces ou teses que relacionam os temas; desenvolvendo uma
investigacdo praxeoldgica desta geometria, ainda ndo foram publicados.

No nosso trabalho, estamos considerando o livro didatico como uma institui¢do, no
sentido de Chevallard (1992), pois compreendemos que o saber vive em um livro didatico
possibilitando o desenvolvimento e a estruturagcdo de uma praxeologia. Por isso, ao olharmos
somente para o livro didatico, como é o caso desta pesquisa, desconsideramos outros fatores
que influenciam o trabalho do professor com esse livro, bem como o motivo de sua escolha, e
por isso nossa instituicdo permanece sendo o livro didatico, e ndo o Ensino Médio ou 0 PNLD.

Porém, mesmo sem apresentar dados que possibilitem uma discussdo a respeito do que
tem sido abordado sobre Geometria dos Fractais nas aulas de Matematica, concordamos com
Frison et al (2009), que afirmam que a instituicdo livro didatico é uma das ferramentas
fundamentais que influenciam nas escolhas do professor, e assim apresentam reflexos no
processo de ensino e de aprendizagem do conteudo que esté sendo trabalhado.

Bittar (2017, p. 364) comenta que “o livro didatico utilizado por um professor pode
fornecer uma boa aproximacdo com a sua pratica em sala de aula, especialmente no que diz
respeito ao conteudo apresentado e as metodologias utilizadas”. “Consequentemente, ¢
importante conhecer as propostas dos LD, especialmente para ajudar na elaboracdo de
intervencdes didaticas com alunos, pois, independente da escolha tedrica, € preciso levar em
consideracdo seu contexto de ensino” (BITTAR, 2017, p. 366).

Quando o livro didatico é adotado pelo professor em alguma instituicdo educacional,
ele passa a auxilia-lo em seus planejamentos, nas atividades a serem propostas, servindo de
suporte para esclarecer suas duvidas, entre outros aspectos. Para o aluno, o livro € uma
ferramenta disponivel a qualquer momento; deste modo, mesmo quando ndao houver outro
recurso disponivel para ser consultado, o livro desempenha esse papel.

Diante ao exposto, intrigou-nos pensar em como 0 assunto Geometria dos Fractais é

abordado nos livros didaticos, e apos leituras e discussdes desenvolvidas no Grupo de Pesquisa
15



em Ensino de Geometria (GPEG) sobre a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), decidimos
pesquisar a respeito das organizacdes praxeoldgicas dessa Geometria presentes nos livros
didaticos do Ensino Medio utilizados no Estado do Parana, a partir do ponto de vista da TAD.

A TAD, nesta pesquisa, faz-se presente como ferramenta para analise e estudo do
contetdo de Geometria dos Fractais do ponto de vista matemaético, tal como das escolhas
didaticas contidas nos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio. Delimitamos nosso
trabalho as andlises da praxeologia didatica ou organizacdo didatica, e da praxeologia
matematica ou organizacdo matematica, que trazem consigo elementos que subsidiaram as
questdes levantadas acerca de nossa investigacao.

Assim, definimos nossa questdo de pesquisa do seguinte modo: O conteido Geometria
dos Fractais pode ser identificado nas colecdes de livros didaticos adotados para o Ensino
Médio no Estado do Parana? Se sim, quais sdo as propostas de ensino para esse contetdo?

Buscando responder nossa problematica de pesquisa, elencamos como nosso objetivo
geral: Analisar a abordagem do saber Geometria dos Fractais em livros didaticos do Ensino
Meédio.

Para alcancar nosso objetivo geral, definimos os seguintes objetivos especificos:

e Caracterizar as praxeologias didaticas e matematicas do conteudo Geometria dos

Fractais;

e Investigar o contetdo de Geometria dos Fractais nos capitulos das colecbes

selecionadas para a analise;

e ldentificar os Tipos de Tarefas; as Técnicas e as Tecnologias encontradas na parte

Curso (teoria) e na parte Pratica (tarefas) dos livros escolhidos, de acordo com a
TAD.

Inicialmente pretendiamos analisar as principais cole¢des que estavam presentes nas
escolas publicas do Estado paranaense, mas ao iniciarmos o levantamento das escolhas dos
livros didaticos, percebemos que esse processo demandaria muito tempo e sensibilizaria a
qualidade da pesquisa.

Assim, optamos por realizar a pesquisa diante das principais ado¢des das colecOes
presentes nas 5 maiores cidades em termos de habitantes do estado do Parana, segundo o IBGE,
gue sdo respectivamente: Curitiba, Londrina, Maringa, Ponta Grossa e Cascavel. Pelo tempo de
pesquisa e pelo perfil de analise objetivado, decidimos investigar as 4 cole¢cGes mais adotadas,

sendo 9 livros analisados. Esta escolha ocorreu por pensarmos em priorizar a qualidade da
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pesquisa, e possuir uma aproximacao da realidade presente na maioria das escolas publicas das
cidades selecionadas.

Nosso trabalho é apresentado em 2 partes, a primeira € composta pela Introducéo,
seguida do Capitulo 2, o qual contempla 3 subsecdes. Na primeira subsecdo apresentamos
elementos teodricos sobre a Geometria dos Fractais, além de resultados de dissertacGes e teses
que envolvem este tema. Na segunda subsecdo destinamos o estudo aos elementos tedricos e
metodologicos relacionados a nossa pesquisa a luz da TAD, bem como ao levantamento
realizado de pesquisas relativas a esta teoria. A segunda parte, também composta por 3
subsec0es, € relativa a producdo e analise dos dados. Cada subsecdo contempla a analise dos
livros didaticos de um segmento de ensino. Por fim, apresentamos nossas consideracdes finais

guanto aos nossos resultados obtidos por meio das analises realizadas, aléem das referéncias.
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2 DESENVOLVIMENTO TEORICO

Apresentaremos, nesta secdo, uma fundamentacdo teodrica sobre a Geometria dos
Fractais e a Teoria Antropoldgica do Didatico. Tal fundamentacdo serve de respaldo para as
analises realizadas adiante. Para isso, desenvolvemos um breve historico, ressaltando conceitos
que fundamentam o presente estudo, assim como estudiosos que contribuiram para pesquisas

desses assuntos.

2.1 Geometria dos Fractais

E possivel afirmar que o que denominamos hoje de Geometria Euclidiana surgiu ha
aproximadamente 4.000 anos no Egito e na Babildnia, de maneira ndo sistematica, mas de uma
maneira intuitiva, com sequéncias de regras praticas sugeridas pela experiéncia, com objetivo
principal de aplicacdo as medi¢oes. Efetivamente, as relacbes dessas sociedades, baseadas nas
propriedades, instituiram a necessidade de medir.

Sob outra perpectiva, a geometria com carater dedutivo, apoiado em proposicoes,
iniciou na antiga Grécia, com Tales de Mileto 1 e Pitdgoras. Segundo Brito (1995, p. 25),
“Thales apenas preparou a transformacdo da matematica para ciéncias dedutiva; a verdadeira
transicdo ocorreu mais tarde, devido ao trabalho de Pitagoras”.

A Geometria Euclidiana foi considerada a Unica geometria possivel e perfeita até
meados do século XIX, com o intuito de descrever o espaco em que vivemos. A obra Elementos,
escrita pelo matematico Euclides, que sistematizou todo o saber geométrico da época (300 a.C.),
tornou-se referéncia de uma geometria que até entdo ndo apresentava questionamentos sobre si.

Euclides, em sua obra Elementos, foi o primeiro a apresentar um sistema axiomatico
para a geometria, isto é, um sistema formado por nocdes primitivas, defini¢bes, postulados,
axiomas e teoremas. Conforme Brito (1995, p. 32), “[...] o sistema axiomatico deriva do método
dedutivo e do esquema de organizacdo loca, ou seja, daquele que estabelece a validez de um
resultado a partir de outros fatores geométricos conhecidos de antemao”.

Os axiomas (na obra Elementos, sdo chamados de no¢Ges comuns) sdo o inicio dessa
cadeia dedutiva, e sdo, também, as afirmacGes ndo demonstraveis de carater mais geral. Os
postulados, da mesma forma, sdo afirmacdes ndo demonstraveis, mas de carater mais ligado ao

conteudo a que se quer tratar. Para Brito (1995, p. 35), “Hoje, porém, ndo fazemos mais esta
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diferenciacdo. Atualmente, entendemos por postulados o conjunto de axiomas e regras de
inferéncia utilizadas na demonstracao”.

Os cinco axiomas que aparecem no livro | de Euclides? como nogdes comuns s3o:

1. Coisas iguais a uma terceira séo iguais entre si;

2. Se iguais sdo somadas a iguais, os totais também séo iguais;

3. Se iguais séo subtraidas de iguais, o0s restos também sdo iguais;
4. Coisas que coincidem entre si, sdo iguais entre si; e

5. O todo é maior que a parte.

De acordo com Gerdnimo e Franco (2005), seguem os cinco postulados de Euclides,

conforme escritos no livro | dos Elementos:

1. Por dois pontos distintos passa uma Unica reta;

2. Um segmento retilineo pode sempre ser prolongado;

3. Existe uma unica circunferéncia com centro e raio dados;

4. Todos os angulos retos séo iguais; e

5. Se uma reta r corta duas outras retas s e t (no mesmo plano) de modo que a soma dos
angulos interiores (a e B) de um mesmo lado de r € menor que dois retos, entdo s e t, quando

prolongadas suficientemente, cortam-se daquele lado de r.

Seguem, de acordo Ger6nimo e Franco (2005), os cinco postulados (hoje chamados

axiomas), numa linguagem atual:

1. Dois pontos distintos determinam uma reta;

2. A partir de qualquer ponto de uma reta dada, é possivel marcar um segmento de
comprimento arbitrario;

3. E possivel obter uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer raio;

4. Todos os angulos retos sdo iguais; e

5. Dados um ponto P e uma reta r, existe uma Unica reta que passa pelo ponto P e é

paralelaar. 1.2.

2 Segundo o site www.euclides.org
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O quinto postulado, que ndo tinha uma formulacdo tdo simples quanto os primeiros,
agucou o interesse de muitos matematicos por mais de dois mil anos. O proprio Euclides deve
ter julgado o quinto postulado pouco inequivoco, pois diferiu 0 uso deste postulado o quanto
possivel. Brito (1995, p. 54) frisa que “A organizagido que ele deu aos Elementos foi esta. Os
primeiros vinte e oito teoremas necessitavam somente dos primeiros quatro postulados para
suas demonstragdes e, a partir do vigésimo nono, utilizou o quinto postulado”.

Nenhum matematico apresentou questionamentos sobre a veracidade do quinto
postulado até meados do século XIX porque, para eles, ndo se tratava de um postulado, e sim
de um teorema. Confiavam na hipdtese que seria possivel demonstra-lo usando os quatro
primeiros postulados e um conjunto de defini¢ces. Grandes matematicos buscaram demosntré-
lo, mas ndo obtiveram sucesso, pois a maior parte dessas tentativas admitiam fatos que, ou eram
equivalentes a ele, ou ndao podiam ser demonstrados usando unicamente 0s outros quatro
postulados. Em meio aos grandes matematicos, podemos citar Legendre.

Para Brito (1995, p. 67), “As varias tentativas que Legendre fez para demonstrar o
quinto postulado de Euclides apareceram, de 1749 a 1833, sucessivamente, nas diversas edi¢oes
de seu livro referido anteriormente”. Encontram-se tentativas de demonstracdo de todos os
tipos, desde as mais simples, que foram facilmente negadas, até as mais complexas que, no
inicio do século XIX, apareceram na Europa e necessitavam de um olhar atento e rigoroso para
serem desqualificadas como verdadeiras demonstracfes do quinto postulado de Euclides.
Contudo todas, das mais ingénuas as mais sofisticadas, apresentavam sempre um raciocinio
globular que escondia, dentro da questdo l6gica da demonstracéo, as verdades do proprio quinto
postulado que se queria provar (CABARITI, 2004).

Apos diversas tentativas de demonstrar o quinto postulado, foi sua negacéo que levou a
construcdo de novas geometrias, tdo consistentes como a de Euclides. Existem duas maneiras
de negar o quinto postulado. A descoberta das Geometrias ndo-euclidianas provocou uma
mudanca na maneira de pensar o espaco e a verdade matematica. Essa mudanca permitiu que
se abrisse espaco para o estudo de outras geometrias.

Ao pensar nos fendbmenos e imagens encontradas na natureza, percebemos que
apresentam mistérios e belezas que, por muitas vezes, sdo incompreensiveis e inexplicaveis
euclidianamente, mas sdo observadas, admiradas e estudadas por diversos pesquisadores.

Salvador (2009, p. 1) menciona que,

Na Geometria do mundo que vivemos, observamos atentamente as formas
tortuosas dos caminhos, das costas oceanicas, dos vales, dos montes, das
nuvens, do sistema vascular humano, das folhas, dos galhos de arbustos ou
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arvores, na forma dos brécolis ou de uma couve-flor e também na forma
esburacada de um p&o ou de um pedaco de gueijo, € no nivel namomeétrico dos
objetos encontramos formagles rugosas que apresentam estruturas auto-
similares, em que partes pequenas do objeto parecem ou sdo réplicas reduzidas
do todo.

Os gebmetras da antiguidade, incluindo Euclides, consideravam as formas da natureza
perfeitas em seus aspectos e beleza. Benoit Mandelbrot (1924-2010) olhou para tais formas com
um novo olhar: ele pesquisou “a geometria de objetos com uma forma que se auto repete dentro
de si e que parece sempre semelhante, independente da ampliagc&o ou reducéo da sua imagem,
introduzindo assim o conceito de fractal” (SALVADOR, 2009, p. 2).

Mandelbrot nasceu em Varsovia, sempre gostou de Geometria, e procurava resolver
problemas de Matematica com o auxilio dela. Observou a relagdo entre padrdes, simetrias, o
caos e a ordem, estudando e investigando os Fractais. O nome Geometria Fractal vem do latim,
cujo verbo frangere significa criar fragmentos irregulares, fragmentar.

Mandelbrot definiu um objeto fractal por meio de trés caracteristicas principais:
autossemelhanca, dimensédo fracionaria e complexidade infinita. Santal6é (2006, p. 22, grifo do

autor) destaca que, nas Ultimas décadas, a Geometria dos Fractais

[...] tem despertado muito interesse pelo seu amplo espectro de aplicagdes,
desde as artes plasticas até a fisica, a biologia e a astronomia, e que tem muitos
vinculos com a computagdo e, também, com as teorias ‘cadticas’ questdo se
desenvolvendo conjuntamente a partir da fisica e da filosofia.

No que se refere a autossemelhanca ou autossimilaridade, Barbosa (2002) destaca que
esta caracteristica busca explicar o tracado de formas fragmentadas e irregulares, além de
apresentar o impacto de surpresa de ordem existente na desordem. Para além disso, as
caracteristicas mencionadas possibilitam visualizar ordem e padrGes onde antes se via apenas
irregularidades, o imprevisivel, o cadtico. Ademais, a dimensdo de um Fractal, ao contrario do
gue acontece na Geometria Euclidiana, ndo é necessariamente um ndmero inteiro, podendo ser
um numero fracionario. No entanto, compreender e determinar a dimensao de um Fractal requer
calculos mais sofisticados, porém nao muito complexos. Com relagdo a complexidade infinita,
temos que os processos geradores dos Fractais podem ser recursivos, tendo um namero infinito
de iteragdes atribuido a ele; em outras palavras, podemos ampliar uma figura Fractal quantas
vezes desejarmos sem nunca obter a imagem final.

O estudo dos Fractais também possibilita 0 pensar na Geometria de forma diferenciada,
levando em conta a percepcao e a existéncia do belo no senso estético da Matematica, além de

apresentar o impacto de surpresa de ordem existente na desordem.
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Para Barbosa (2002, p. 10),

Nessas quatro ou cinco décadas vimos o nascimento e o subsequente
desenvolvimento de uma nova ciéncia, denominada CAOS. Bidlogos, fisicos,
economistas, astronomos, meteorologistas, ecologistas, fisiologistas e
cientistas de varias outras especialidades se depararam com quest@es oriundas
da natureza, procurando dar enfoque mais adequados a sua complexidade.

Em uma figura Fractal ndo é possivel determinar um final, pois ela € composta por
iteracGes infinitas, ndo concluindo, assim, uma imagem final, podendo ser continuamente
ampliada.

Na sequéncia apresentamos, como exemplo, dois modelos de Fractais na Matematica: o
Floco de Neve de Koch e o Tridangulo de Sierpinski.

O Floco de Neve de Koch foi desenvolvido pelo matematico Helge VVon Koch, e para a
sua construcdo, partimos de um triangulo equilatero para obter o Fractal (nivel 0), de tal forma
que cada lado do tridngulo inicial seja dividido em trés partes iguais, e a parte do meio desta
divisdo seja substituida por um tridngulo equilatero sem um dos lados. Assim sendo,
transforma-se cada um dos trés segmentos em quatro outros segmentos, existindo, portanto, 12
segmentos congruentes. Esta etapa é considerada o nivel 1 do Fractal. Para obter os demais
niveis, devemos proceder da mesma forma em cada um dos 12 segmentos obtidos

sucessivamente.

Figura 1: Niveis do floco de Neve de Koch

NTRES
STele

7
Fonte: A autora (2019).
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Quando o numero de iteracBes deste objeto Fractal tende para o infinito, o perimetro do

Floco de Neve de Koch tende para o infinito, sua area sera finita e sua dimensédo nao inteira.
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O Triangulo de Sierpinski, por sua vez, foi estudado por Waclaw Sierpinski (1882-
1969), e seu processo consiste em uma remogédo padrédo de partes da figura. Esse processo de
remocao parte da construcdo de um triangulo equilatero de tal forma que, ao encontrar o ponto
médio de cada um dos lados, devemos marcar 0s segmentos com origem nos pontos médios
para, com isso, obter quatro triangulos equilateros. Logo apo6s, o tridngulo central da figura
formada é removido. Esta etapa é considerada o nivel 1 do Fractal, e para obter os demais niveis,

basta procedermos da mesma maneira nos triangulos que sobraram, e assim sucessivamente.

Figura 2: Niveis do Triangulo de Sierpinski

Fonte: A autora (2019).

No caso do Triangulo de Sierpinski, quando o nimero de iteracdes tende para o infinito,
seu perimetro tende para infinito e sua area tende para zero. O triangulo de Sierpinski também
ndo tem dimens&o inteira.

Logo, a atribuicdo do estudo da Geometria dos Fractais nas salas de aula, bem como sua
abordagem em um contexto educativo, possibilita aos alunos manterem o contato com este
assunto, aprimorando seus saberes e provocando a criticidade sobre uma nova Geometria. Sobre
isto, Picolli (2006, p. 07) comenta:

A realidade das salas de aula aponta para um ensino muitas vezes
descontextualizado; os alunos ndo chegam, em geral, a fazer uma relacéo entre
0s assuntos estudados na escola e suas vivéncias extra-escolares [sic], e, por
isso, talvez, acabem por, simplesmente, memorizar conceitos prontos, regras,
férmulas que perdem o significado no cotidiano. Percebe-se, assim, a
necessidade de aproximar escola e aluno.

No que tange as Diretrizes Curriculares da Educacdo Béasica — DCE quanto a inclusédo
das Geometrias ndo-euclidianas no curriculo da Educacgédo Basica do Ensino Medio do Estado

do Parang, temos:

Na geometria dos fractais pode-se explorar: o floco de neve e a curva de Koch;
triangulo e tapete de Sierpinski. Para abordar os conceitos elementares da
geometria hiperbdlica uma possibilidade é através do postulado de
Lobachevsky (partindo do conceito de pseudo-esfera [sic], pontos ideais,
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triangulo hiperbdlico e a soma de seus angulos internos). Ja na apresentacdo
da geometria eliptica, fundamenta-la através do seu desenvolvimento histérico
e abordar: postulado de Riemann; curva na superficie esférica e discutir o
conceito de geodésia; circulos méximos e circulos menores; distancia na
superficie esférica; angulo esférico; tridngulo esférico e a soma das medidas
de seus angulos internos; classificacdo dos triangulos esféricos quanto a
medida dos lados e dos angulos; os conceitos referentes a superficie da Terra:
polos, equador, meridianos, paralelos e as diregdes de movimento (PARANA,
2008, p. 27-8).

O documento mostra a importancia da abordagem dos conceitos das Geometrias nédo-
euclidianas para que os alunos do Ensino Médio ampliem seus conhecimentos e pensamentos
geomeétricos.

Com relagéo ao ensino de Geometria, as reformas nas leis que organizam o ensino no
Brasil oportunizaram perceber uma crescene onda de resgate do ensino deste tema, conteido
que, por muitas, vezes foi esquecido devido a grande valorizacdo dos conceitos algébricos,
resultado do Movimento da Mateméatica Moderna. Pavanello (1993) e Lorenzato (1995)
apontam para a caréncia dos contetdos de geometria no ensino de Matematica, verificadas
como possiveis causas a formacgdo do professor, o curriculo, e até mesmo o livro didatico.

Lorenzato (1995, p. 06) reforca essa ideia, afirmando que

Sao inimeras as causas, porém, duas delas estdo atuando forte e diretamente
em sala de aula: a primeira é que muitos professores ndo detém os
conhecimentos geométricos necessarios para a realizagdo de suas praticas
pedagdgicas. A segunda causa da omissdo geométrica devese a exagerada
importancia que entre nés desempenha o livro didatico.

Deste modo, a partir da década de 90, influenciados pelas novas concepcdes a respeito
da construcdo do conhecimento e dos trabalhos de Piaget, Vygotsky e Vergnaud, surgiram
discussdes sobre a importancia do conhecimento geométrico buscando seu resgate. “Sem
estudar Geometria as pessoas ndo desenvolvem o pensar geomeétrico ou o raciocinio visual e,
sem essa habilidade, elas dificilmente conseguirdo resolver situagbes de vida que forem
geometrizadas [...]” (LORENZATO, 1995, p. 5).

Priorizar, no ensino de Matematica na Educacdo Bésica, 0s conceitos de Geometria, é
colaborar com o aluno para que ele amplie o seu horizonte de conhecimento, visto que o
ambiente em que vivemos esta mais proximo dos conceitos das geometrias nao-euclidianas.

Cruz (2008, p. 4) confirma esta utilidade:

E necessario discutir com os alunos que a perfeicio dos espacos geograficos
é consequéncia da atividade humana, sendo que, em muitos espacos onde
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vivemos nos deparamos com situacdes que fogem das alteracdes proferidas
pelas pessoas e, portanto, foge aos conceitos de geometria plana, uma
geometria Euclidiana. E coerente, do ponto de vista da aprendizagem
matematica, explorar os conceitos de Geometria N&o Euclidiana [sic].

Argumentos como esses evidenciam a importancia do ensino de Geometria, visando a
ampliacdo do universo de conhecimento do aluno e de seu senso critico na sociedade.

Tendo conhecimento da presenca da Geometria dos Fractais nas DCE, surgiu a
indagacdo da comparéncia deste conteddo nos livros didaticos adotados no estado do Parand,
uma vez que, segundo Frizon, (2009, p.3) “a realidade da maioria das escolas, mostra que o
livro didatico tem sido praticamente o Unico instrumento de apoio do professor e que se
constitui numa importante fonte de estudo e pesquisa para os estudantes”.

Sobre o livro didatico, Lopes (2007, p. 208) atribui uma definicdo classica a esta
instituicdo, a qual ha “de ser uma versdo didatizada do conhecimento para fins escolares e/ou
com o proposito de formacdo de valores que configuram concepcbes de conhecimentos, de
valores, identidades e visdes de mundo”.

Para realizar nossa pesquisa diante da indagacdo da comparéncia do conteudo
Geometria dos Fractais nos livros didaticos, avancamos para a realizacdo de estudos
praxeolégicos didaticos e matematicos advindos da compreensdo da Teoria Antropoldgica do
Didéatico (TAD).

Ao falar de producdes cientificas envolvendo a Geometria dos Fractais, podemos
afirmar que elas ndo abrangem uma Unica area do conhecimento. Como visto anteriormente,
ela promove exatiddo em seus resultados, tornando-se satisfatoria em suas aplicacGes.

A vista disso, com o objetivo de tomar conhecimento dos trabalhos produzidos que
estudam a Geometria dos Fractais, realizamos um levantamento de teses e dissertacdes acerca

deste tema, 0 qual apresentaremos na sequéncia.

1.1.1 A Geometria dos Fractais em dissertagdes e teses

Para a obtencdo dos dados que compdem esta subsecédo, realizamos uma pesquisa
bibliografica na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Disserta¢cdes — BDTD. Definimos como
o assunto de nossa busca “fractal”, “fractais”, com 0s seguintes critérios de incluséo:

1. Tematica: estudos que tenham abordado o assunto “fractal” ou “fractais”;

2. Periodo de publicacéao: estudos que foram publicados de 1999 a 2020;
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3. ldioma: estudos que estdo somente em portugués; e
4. Tipo de publicagéo: publicacdes que estejam no formato de dissertagdes e teses.
Durante essa pesquisa, deparamo-nos com aplicacbes e estudos da Geometria dos
Fractais em diversas areas, sendo elas: Educacdo Matematica, Matematica Pura, Engenharia
Elétrica, Computacdo, Agronomia, Sistemas Ambientais e Fisica. Dessa forma, percebe-se
quao extensa é a aplicabilidade da Geometria dos Fractais, e 0 qudo importante é o seu
aprendizado.
A seguir, exibimos um quadro que apresenta 27 trabalhos encontrados, demonstrando
seu titulo, tipo do documento, ano de defesa, autores e area. Este quadro foi organizado de modo
que, nas primeiras linhas, apresentamos as dissertacdes e, posteriormente, as teses, em ordem

crescente a partir do ano de suas defesas.
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Quadro 1: Dissertacdes e Teses — Geometria dos Fractais

TITULO DO ANO DA PROGRAMA DE POS- INSTITUICAO DE
TEXTO TIPO DOCUMENTO DEFESA AUTOR GRADUACAO DEFESA
Um estudo sobre a
construcéo de fractais
em ambientes . e A
computacionais e suas Dissertacao 2004 Rlcalrzdbzrl'\s’ggaldo Educacdo Matematica ngtté?izf dléns“égréfﬁge
relagbes como
transformacodes
geométricas no plano
Um modelo
rﬂzg:fg’lgﬂ ?g;gag%g Dissertacio 2005 Gabriel Rocon Engenharia Elétrica e de Universidade Estadual de
predic g ¢ Bianchi Computacéo Campinas
redes-proposta e
avaliacdo
Os Fractais na .
formac&o docente e . x Arlete_ A_paremda x " Pontificia Universidade
5 Dissertacao 2006 Oliveira de Educacdo Matematica 1 x
sua préatica em sala de . Catolica de Sao Paulo
Almeida
aula
Identificacdo de
dlmensoes fractais a Dissertagio 2007 Marcelo Miranda Modelagem Computacional Laboratorlq Nac_:lon,aI_ de
partir de uma analogia Barros Computacgéo Cientifica
dindmica
Novas configuracdes
de monopolios . L .
planares quase-fractais Dissertacao 2008 Marcelo_Rlbelro Engenharia Elétrica Universidade Federal do Rio
X da Silva Grande do Norte
para sistemas de
comunicagdes moveis
Contribuigdes a
geragao de tra_fego Dissertacdo 2008 Isabelle Reis Engenharia Elétrica Universidade de Sao Paulo
fractal por meio da Lund
transformada wavelet.
Atratores para
sistemas dindmicos Dissertacao 2009 Matg%urioclia?r:eque Matematica Universidade de S&o Paulo
discretos: dimensédo
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http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Isabelle+Reis+Lund
http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Isabelle+Reis+Lund
http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Matheus+Cheque+Bortolan
http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Matheus+Cheque+Bortolan

fractal e continuidade
da estrutura por
perturbacbes

Geracdo de meios
porosos fractais com

Juan Diego

Universidade do Estado do

uma nova equacao do Dissertagao 2010 Cardoso Bréttas Modelagem Computacional Rio de Janeiro
tipo Kozeny-Carman
Um estudo de fractais
geométricos na . L
formagé&o de Dissertagado 2011 g:allsdoonv?r?g?t? Educacdo Matematica Unlverssgiﬂestlsstadual
professores de
matematica
Antenas impressas Leonardo Bastos
compactas para Dissertagado 2012 Engenharia Elétrica Universidade de Sao Paulo
. Moraes
sistemas WIMAX
Conhecendo fractal no . Lo «
ensino médio: arvore Dissertagdo 2013 Celso Henrlque PROFMAT Universidade Federal de Sdo
Lo Nicola Carlos
pitagorica
~ . Anderson Tadeu oo
Nogdes de geometria Dissertagio 2014 Goncalves de PROEMAT Unlver5|dade_ Federal de
fractal elementar . Sergipe
Araujo
Classificagdo de data
streams utilizando
arvore de demsaq Dissertagio 2014 Mirela Teixeira Ciéncia da Computagio Universidade Federal de Séo
estatistica e a teoria Cazzolato Carlos
dos fractais na analise
evolutiva dos dados
Introducéo ao (_estudo Dissertacio 2014 Marilia G_omes PROEMAT Unlver5|dad(_e'FederaI de
dos fractais Negri Goias
Estudo da ggometrla Dissertacio 2015 Ricardo Anselmo PROEMAT Unlver5|dad(.e,FederaI de
fractal classica Zanotto Goiés
Geometria fractal: da . . .
natureza para a sala de Dissertacao 2015 Jose Roberto PROFMAT Universidade Federal de

aula

Ferreira Filho

Sergipe
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http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Juan+Diego+Cardoso+Br%C3%AAttas
http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Juan+Diego+Cardoso+Br%C3%AAttas

Teoria matematica
implicita na geometria
fractal: construindo

Jerrimar Moraes

Universidade Federal de

fractais com a Dissertacdo 2015 - PROFMAT .
de Aradjo Roraima
ferramenta
computacional
Asymptote
Andlise multifractal da
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Diante do quadro apresentado, analisamos o objetivo e os procedimentos metodol6gicos
dos trabalhos por meio de seu resumo. No entanto, nesse momento, optamos por apresentar
somente as dissertacdes e teses de Programas de Mestrado em Matematica, Programas de
Mestrado Profissional em Matematica e Programas de Pds-Graduacdo em Educacéo
Matematica. Tal op¢do ocorreu devido a observacdo de que, nesses trabalhos, a Geometria
Fractal foi abordada com um objetivo existente na propria Matemética ou no seu ensino.
Contudo, outros trabalhos, da Matematica Pura e de outras areas foram encontrados, mas devido
a complexidade de suas aplicacBes, omitiremos apresentar suas informacdes, por ndo serem
relevantes para o nosso trabalho.

Dentre os trabalhos apresentados, 6 pertencem a Programas de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT, 3 de Programas de Pds-Graduacdo em
Educacao Matematica, e 2 de Pds-Graduacdo em Matematica.

Iniciamos esta parte de nosso trabalho descrevendo um breve resumo sobre os trabalhos
que abordaram aspectos da Geometria Fractal encontrados nos PROFMAT.

A dissertacdo de Zanotto (2015) aborda temas iniciais da geometria ndo-euclidiana, e
no decorrer do trabalho, expde o estudo sobre fractais, seu histérico, construcdes e principais
fractais (conhecidos como fractais classicos). Também aborda relacBes entre os conteidos dos
anos escolares e como usar fractais neles, além de algumas de suas aplicacdes.

A dissertacdo de Ferreira Filho (2015) trata do estudo da geometria fractal, enfatizando
suas principais caracteristicas compreendidas com base nos sistemas naturais que as motivam.
Apresenta alguns nomes que contribuiram para o surgimento e desenvolvimento dos fractais
matematicos, destacaando os exemplos de fractais naturais, e as contribuicdes do pioneiro
Benoit B. Mandelbrot.

O trabalho de Aradjo (2014) demonstra alguns dos principais fractais elementares,
ressaltando alguns padrdes matematicos e suas autossimilaridades. O autor faz sugestdes de
atividades que podem ser aplicadas em sala de aula do Ensino Fundamental e/ou Ensino Médio.
Além dessa apresentacdo, analisa ferramentas matematicas basicas estudadas no plano
cartesiano, e recorre a algebra linear a fim de compreender conceitos iniciais necessarios a
Geometria Fractal elementar. Por fim, desenvolve um breve estudo sobre uma das
caracteristicas fundamentais que um fractal possui, a dimensdo de fractais elementares.

O trabalho de Araujo (2015) consiste em um relato sobre a origem da Geometria Fractal,
tendo em destaque a figura de Benoit Mandelbrot, identificado como pioneiro nesta area, cujo
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fractal leva seu nome. Mostra os fractais pioneiros, assim como a construcdo deles através da
ferramenta computacional Asymptote. E necessario informar que, a partir da construgio desses
fractais, percebe-se, com facilidade, um intenso uso de contetdos presentes no curriculo escolar
do ensino basico como, por exemplo, o calculo de perimetro e de areas de figuras planas,
potenciacédo, problemas de contagens, entre outros. Eles podem ser abordados com o intuito de
introduzir tal contetdo, ou mesmo aprofundé-lo. Por fim, o trabalho faz uso ‘de Inducédo
Matematica para demonstrar algumas das formulas encontradas.

A dissertacdo de Negri (2014) teve como objetivo estudar os fractais com suas
caracteristicas: autossemelhanca, complexidade infinita e dimenséo fracionada. Nesse sentido,
0 autor estudou alguns fractais geométricos, cujas aproximacgdes podem ser construidas em
papel, e outros fractais nos quais sua complexidade de formacdo s6 pode ser representada e
gerada por meio de recursos computacionais. Dessa forma, para realizacédo do trabalho, foi feito
um levantamento bibliografico desse assunto, complementado com o célculo de dados apenas
indicados em suas referéncias. Foram citados, também, alguns exemplos de aplicacfes da
geometria fractal.

O trabalho de Nicola (2013) teve o objetivo de expor os resultados de uma experiéncia
didatica que envolveu o uso de software de geometria dindmica em uma area restrita da
Matematica, denominada fractal, a qual apresenta estruturas geométricas de grande
complexidade e beleza. Para tanto, so apresentados alguns fractais, em particular, a Arvore
Pitagorica. Para as construcdes, foi escolhido o software GeoGebra, baseado em aulas de
geometria de um curso que o autor participou. Além disso, é explorado o Teorema de Pitagoras
e outros conteudos de matematica, tais como contagem. Ele estudou as principais tendéncias
ligadas a informatica a fim de aproveitar os recursos da tecnologia computacional para
colaborar com a construcdo e a aprendizagem do aluno, inserindo-o no novo cenario
educacional fundado na presenca da informatica.

O autor Almeida (2006) objetivou investigar uma abordagem para o ensino da geometria
dos Fractais sob o olhar do professor e sua receptividade no desenvolvimento de uma sequéncia
didatica para abordar o conceito de Fractais. A pesquisa foi realizada junto a um grupo de
professores da Rede Publica Estadual, desenvolvida em dois encontros. As analises apontam
que o professor esta receptivo as novas propostas, precisando apenas de oportunidade e espacgo
para reflexao sobre suas acdes.

Os trabalhos de Uceda (2011) e Mucheroni (2017) sdo voltados a aplicacdo e ndo ao

ensino, e por isso ndo nos aprofundamos sobre suas finalidades.
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Tal levantamento foi efetuado com o intuito de elencar, tomar conhecimento e realizar
uma analise de algumas das producdes feitas sobre fractais em livros didaticos. No entanto, a
abrangéncia dos dois temas concomitantemente em uma Unica pesquisa néo foi encontrada. Por
esse motivo, apresentamos somente suas aplicacGes nas diferentes areas do conhecimento
realizadas até os dias de hoje.

A fim disso, quando estudamos de que maneira a organizagdo praxeoldgica da
Geometria dos Fractais apresenta-se nos livros didaticos, estamos nos importando em como
estd sendo sugerido que este conteldo seja estudado no Estado do Parand. Ainda, quando
buscamos por tomar conhecimento das producgdes cientificas sobre esse contetdo, queremos
saber até que ponto essa Geometria estd sendo estudada, ou estd sendo importante no meio
académico de modo geral.

Portanto, tal levantamento possibilitou que vislumbrassemos a abrangéncia das
pesquisas na area, e tendo em vista do que se trata a Geometria Fractal e a diversidade de suas
aplicagdes, reforcamos a importancia e a necessidade de que ela seja trabalhada em sala de aula.
Assim, destacamos a relevancia que seus principais aspectos sejam abordados em livros
didaticos de Matematica, de modo a explorar seu potencial como conteudo, que possibilita a
compreensdo de diversos assuntos da Matematica e de outras areas a ela relacionada.

Desse modo, como base para a nossa pesquisa, no que diz respeito ao conteudo
Geometria Fractal em livros didaticos, abordamos a seguir, alguns aspectos da Teoria

Antropoldgica do Didatico, a qual subsidia nossa investigacao.

2.2 Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)

A Teoria Antropoldgica do Didatico, proposta por Yves Chevallard, trata-se de uma
teoria desenvolvida no quadro da Didatica da Matematica e que permite, particularmente,
analisar situacdes de ensino e aprendizagem da Matematica escolar. Entretanto, os estudos da
TAD podem ser desenvolvidos em outras areas do conhecimento, como por exemplo a Fisica,
a Biologia e demais areas, uma vez que podemos aplicar seus conceitos em atividades
desenvolvidas ao longo de um processo de ensino, ndo somente matematico.

A TAD esta associada a teoria da Transposicdo Didatica, também desenvolvida por
Yves Chevallard, a qual estuda o processo que permite que o saber passe de uma instituicdo
para outra instituicdo de ensino, em que compreende transformacdes que um saber sofre a fim

de ser ensinado.
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No contexto da TAD, Chevallard (1992) considera institui¢cdes os locais onde o saber
vive, por exemplo, uma sala de aula, ou uma familia, isto é, um local, ndo unicamente
relacionado ao sentido fisico, mas por se tratar de onde possa ser desenvolvida uma praxeologia.
Segundo Chevallard (1989), um saber ndo existe em um vazio social, estando, assim, ligado a
pelo menos uma instituicdo. Portanto, ha certas “condigdes e restrigdes que devem ser
respeitadas para que um certo saber possa existir nesta instituigdo” (BITTAR, 2017, p. 366). A
escola, por sua vez, pode ser considerada uma instituicdo por se tratar de um dispositivo social
que impde condicdes e regras para aqueles que nela ocupam alguma fungédo, como o professor,
0 aluno, entre outros.

Em nossa pesquisa, estudamos o conceito Geometria Fractal vivendo na instituicao
livro didatico (LD). Freitas e Rodrigues (2007, p.39) comentam que o “o livro didatico faz parte
da cultura e da memoria visual de muitas geracdes e, ao longo de tantas transformac6es na
sociedade, ele ainda possui uma funcédo relevante para a crianga, na missdo de atuar como
mediador na constru¢do do conhecimento”. Assim sendo, podemos destacar a influéncia da
abordagem do contetdo no LD, sobre a atuacdo na pratica profissional do professor e no
conteddo que serd ministrado.

Outra teoria, também necessaria de ser compreendida, é a Ecologia dos Saberes, que
estuda as condigOes de existéncia de um saber em uma determinada instituicdo. Ao estudar a
Ecologia dos Saberes, investiga-se o contexto do conceito em questdo, como por exemplo: o
que e por gue existe? Ou ndo existe? O que poderia existir? Analisando um conjunto de
condicdes, quais objetos podem ou ndo existir nessas circunstancias? |Em outras palavras, é
investigar a razdo de ser do objeto. Realizar uma anélise de 3 livros didaticos, a priori, do
Primeiro Ano, permitiu-nos estudar possibilidades da Ecologia da Geometria dos Fractais
nesses contextos, conforme pode ser observado nas analises desta dissertacao.

A Teoria Antropolodgica do Didatico, por sua vez, oferece subsidios para investigar e
modelar a atividade matematica. Essa teoria considera que toda atividade humana pde em
pratica uma organizacdo, denominada por Chevallard de praxeologia ou organizacao
praxeoldgica (BITTAR, 2017).

O conhecimento, sob a perspectiva proposta pela TAD, é oriundo de alguma atividade
humana. Em vista disso, conhecimentos matematicos transcorrem de atividades matematicas.
De acordo com Casabo (2001, p. 15)

Tanto o conhecimento como a atividade matematica sdo constru¢des sociais
gue se realizam em instituicdes — em comunidade —, seguindo determinados
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contratos institucionais. Estudar as condi¢des de producdo e difusdo do
conhecimento matematico requer entdo que sejamos capazes de descrever e
analisar determinados tipos de atividades humanas que se realizam em
condigdes particulares [...] (apud KARPARY; BITTAR, 2014, p. 39-40).

Em nosso trabalho, atemo-nos a abordagem da teoria Geometria Fractal e as atividades
matematicas propostas por alguns livros didaticos. Para analisar e descrever essa e qualquer
outra pratica matematica, a TAD nos oferece “instrumentos claramente operatorios”
(CHEVALLARD; BOSCH, 1999, p. 4). Trata-se de resultados da composi¢do de um modelo
que recebe 0 nome de praxeologia ou organizacao praxeoldgica. Este modelo é composto pelos
seguintes elementos: tipo de tarefa, técnica, tecnologia e teoria. A seguir, descrevemos
brevemente cada um deles.

O Tipo de Tarefa é determinado por uma proposicdo composta por um verbo
concernente a um conjunto de tarefas do mesmo tipo, e é representado pela letra T. Como
exemplo, aplicar a formula de Bhaskara é uma tarefa; desenvolver a formula da soma e produto
é outra tarefa, que tem semelhanca com a anterior. Podemos falar, entdo, em tarefas que séo de
um mesmo tipo: encontrar as raizes de uma equacdo do segundo grau. Cada tarefa desse
conjunto demanda uma técnica que depende dos coeficientes da equacéo de que cada questao
apresenta: encontrar as raizes de uma equacdo incompleta pelo método de soma e produto é
diferente de encontrar as raizes de uma equacdo completa pelo método de Bhaskara. O tipo de
tarefa é descrito ou definido por um verbo de acdo (encontrar) e um complemento (raizes da
equacéo); observamos, assim, a necessidade do complemento para que o tipo de tarefa se
apresente bem definido.

Mediante a uma técnica 7, sendo esta um modo ou modelo escolhido para desempenhar
a tarefa, uma ac¢do ou um passo a passo se inicia com o objetivo de cumprir o tipo de tarefa
proposto. A técnica, por sua vez, é justificada por uma tecnologia 6, que fundamenta e embasa
o0 seu emprego, fornecendo credibilidade e confiabilidade a técnica escolhida. A teoria ©, no
que Ihe diz respeito, tem atribuicéo de justificar e explicar a tecnologia de forma aprofundada.
Por fim, estes quatro elementos compdem o quarteto praxeoldgico, o qual é simbolizado pela
notacdo [T, 7,6, 0] (CHEVALLARD, 1999).

Segundo Chevallard, Bosch e Gascon (2001, p. 251, grifos dos autores),

Na atividade matematica, como em qualquer outra atividade, existem duas

partes, que ndo podem viver uma sem a outra. De um lado estdo as tarefas e
as técnicas, e de outro, as tecnologias e as teorias. A primeira parte é o que

3 “des instruments clairement opératoires”.
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podemos chamar de “pratica”, em grego a praxis. A segunda é composto por
elementos que permitem justificar e entender o que € feito, é o ambito do
discurso fundamentado — implicito ou explicito — sobre a prética, que os
gregos chamam de logos.

Esses blocos constituem o quarteto [T, 1, 6, ®], no qual temos o bloco pratico-técnico
[T, 1] relativo a préxis; bem como o bloco tecnolégico-tedrico [6, @], relativo ao logos.

Com relagdo ao bloco da préaxis, os tipos de tarefas sdo aquelas semelhantes, de certo
tema. Segundo Bittar (2017), esse tipo de tarefas € definido por um verbo de acdo e um
complemento; percebe-se, desta forma, a necessidade do complemento para que o tipo de tarefa
esteja bem definido. No que diz respeito as técnicas, ndo significa que elas serdo as mesmas
para todos os tipos de tarefa. Ela é constituida de uma forma ou um modelo escolhido para
resolver uma tarefa, uma agcdo ou um passo a passo. Para cada tarefa existe uma técnica a ser
empregada.

A tecnologia, por sua vez, esta inserida no segundo bloco do quarteto praxeoldgico,
denominado bloco logos. A tecnologia é 0 que é necessario conhecer para aplicar uma
determinada técnica; é o estudo da técnica. A tecnologia justifica, fundamenta e embasa 0

emprego da técnica na resolucdo de um tipo de tarefa. Segundo Chevallard (1999), a tecnologia

deve:

1. Justificar: garantir que uma dada técnica permita realizar as tarefast € T;

2. Explicar: tornar inteligivel a técnica, expondo porque a técnica é correta; e

3. Produzir novas técnicas: a partir de tecnologias que estdo associadas a poucas ou a

nenhuma técnica.

A teoria desempenha papel de justificacdo, explicacéo e producdo para a tecnologia, o
mesmo papel que a tecnologia tem para com a técnica, e assim como Chevallard (1999) se
refere, afirmando que a teoria seria tecnologia da tecnologia.

A TAD oferece subsidios para empregarmos como metodologia de pesquisa, bem como
metodologia de ensino, investigando e explorando tarefas, de maneira a elaborar modelos
praxeoldgicos, os quais podem orientar a realizacdo do desenvolvimento de atividades
matematicas.

Para a analise de livros didaticos, Chevallard (1999) permite a identificacdo de
organizacOes praxeoldgicas, envolvendo tanto a organizacdo matematica (ou praxeologia

matematica), como a organizacao didatica (ou praxeologia didatica).

Figura 3: Organizagdes Praxeoldgicas
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Fonte: A Autora (2020).

A andlise de uma praxeologia matemética baseia-se no entorno do estudo da

Matematica: da sua identificacdo; melhor dizendo, € a verificacdo proposta dos tipos de tarefa,

das técnicas, de suas tecnologias e teorias, relacionada ao quarteto praxeologico.

Diante da organizacdo didatica, podemos entendé-la como o modo pelo qual é

construida e organizada a praxeologia matemaética. A praxeologia didatica, além de ser

estruturada pelo quarteto, também pode ser descrita por momentos didaticos, ou momentos de

estudo propostos por Chevallard (1999), os quais descrevemos resumidamente a seguir.

Primeiro encontro com a praxeologia proposta: caracteriza-se pelo primeiro
contato com a praxeologia em questdo, salientando que tal organizacéo pode ou
deve ser revista no decorrer do periodo escolar. Na maior parte dos casos, esse
momento didatico ndo tem a funcdo de explorar excessivamente o objeto
matematico, o que podera ser realizado no decorrer dos demais momentos;
Exploracdo do tipo de tarefa e elaboracdo de uma técnica para resolver esse tipo
de tarefa: € 0 momento da exploracédo das tarefas, inicio da elaboracdo de uma
técnica. Chevallard (2008) ressalta que o estudo de um determinado tipo de
tarefa, por si sO, ndo faria sentido, se ndao fosse para a elaboracdo de técnicas,
que ¢ a finalidade de qualquer atividade matematica;

Constituigdo do entorno tecnologico-teorico [6,0]: desde o primeiro contato
com a praxeologia, ha principios tecnologico-tedricos que foram vistos no
decorrer dos anos escolares, e que sao evocados, nesse momento, conjuntamente
com a ocasido da exploracdo de um tipo de tarefa e técnica, para a construcdo de
uma nova praxeologia. Em outras abordagens, este terceiro momento atribui-se

de forma a iniciar os estudos da praxeologia; melhor dizendo, “apresentam-se as
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justificativas, para entéo, estudar os tipos de tarefas que podem ser subsidiados
por esse entorno tecnolégico-tedrico” (GONCALVES, 2016, p. 62);

e Trabalho com a técnica: € o momento que tem como finalidade estudar e
explorar a técnica desenvolvida, com o intuito de torna-la mais eficiente e
confiavel;

e Institucionalizagdo da praxeologia: momento da formalizagdo do saber
matematico estudado, dispondo daqueles que se fizeram mais eficientes para a
construcdo da praxeologia; e

e Avaliacdo da organizacdo praxeologica: este momento se articula com o
momento da institucionalizacdo, é a ocasido de refletir sobre a eficiéncia das
técnicas atribuidas, bem como investigar e verificar o que foi estudado até o
presente.

Se faz preciso esclarecermos que tais momentos ndo obedecem necessariamente a uma
ordem, eles ndo se sucedem em sequéncia, e podem se repetir inimeras vezes. Diante desses
momentos didaticos, Gascon (2003) estabelece um modelo espacial das possiveis organizacdes
didaticas, que podem ser apontadas em organizacdes praxeoldgicas da atividade matematica.

Ele esquematiza tal modelo conforme a figura 4.

Figura 4: Modelo proposto por Gascon (2003)
Ex
A

Modemista

EMPIRISTA CONSTRUTIVISTA

>0 06
Teoricista

Tecnicista

CLASSICO
Fonte: Gascon (2003, p. 21).

Em um espaco tridimensional, Gascon (2003) representa trés momentos relacionados a
organizacdo didatica, descritos por Chevallard (1999): teoricista, modernista e tecnicista. As
organizacOes didaticas teoricistas priorizam a aprendizagem matematica voltada diretamente a
aspectos teoricos; secundarizam, por sua vez, as atividades matematicas. O aluno é orientado

através de conceitos simples até a elaboracéo de atividades tedricas complexas.
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A segunda organizacdo didatica, modernista, apresenta um olhar especial para o
momento da exploragdo das tarefas, bem como para a elaboragdo das técnicas. Ao aluno, nesse
espaco, sdo propostos problemas de diferentes naturezas, possibilitando que eles utilizem
técnicas diversas, apliqguem resultados conhecidos, possam buscar problemas semelhantes ao
proposto, e formular conjecturas e contraexemplos.

Por fim, a caracteristica fundamental da terceira organizacdo didatica, tecnicista, é a
supervalorizacdo do momento de trabalho com a técnica. A reproducdo repetitiva de técnicas e
o dominio de diferentes maneiras de resolucao definem o ato de aprender, nessa organizacao.

Podemos concluir que as trés organizagfes citadas anteriormente se tratam
relativamente do momento tenoldgico-tedrico, momento exploratério, e momento de trabalho
com a técnica (GASCON, 2003). Gascon (2003) comenta que esses modelos de ensino s&o
extremamente reducionistas. Assim sendo, 0s processos de ensino sdo pensados exclusivamente
pelo professor, e 0 aluno tem papel de reprodutor do ensino, nesse propdsito (GONCALVES,
2016).

Deste modo, podemos considerar praxeologias desenvolvidas no contexto de mais de
uma dessas vertentes, originando-se outros trés tipos de organizac6es didaticas formadas pela
combinacdo de cada dupla de eixo. Originam-se, entdo, ensinos do tipo empirista, classico e

construtivista.

A primeira delas consiste em atribuir maior valorizacdo aos aspectos praticos
ou técnicos do estudo da matematica, a segunda se caracteriza pela maior
valorizacgdo de aspectos tedricos e tecnoldgicos, e a terceira tendéncia consiste
em priorizar atitudes mais exploratorias ou construtivistas da atividade
matematica escolar (BITTAR; FREITAS; PAIS, 2013, p. 19).

Vale destacar que as organizacdes matematicas, em determinadas ocasides, podem
demonstrar maior ou menor proximidade com uma dessas perspectivas, a fim de que as escolhas
didaticas que pSem em atividade a matematica estudada, inevitavelmente impliquem na
matematica apreendida pelo aluno.

Desta forma, ao buscar compreender o cenario do conteldo Geometria dos Fractais nas
escolas, a anélise da organizacéo didatica proposta pelas colecdes de livros didaticos adotadas
se faz fundamental.

Isto posto, apresentamos, na sequéncia, a subsecdo que expde o levantamento de teses
e dissertacdes que utilizam a TAD em analises de livros didaticos, mais especificamente estudos

de ordem de organizag&o praxeologica, apresentadas até meados de 2020.
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2.2.1 Organizacdo praxeologica em livros didaticos: um levantamento de dissertacdes e

teses

Com a finalidade de aquisicao dos dados que constituem esta subsecéo, realizamos uma
pesquisa bibliografica na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacbes — BDTD.
Definimos como temas de nossa busca “Teoria Antropoldgica do Didatico”, “Livro Didatico”,
e “Organizagdo Praxeoldgica”, com 0s seguintes critérios de inclus&o:

1. Descritores: estudos que abordam “Teoria Antropologica do Didatico”, “Livro
Didatico” e “Organizagdo Praxeoldgica”;

2. Periodo de publicacao: estudos que foram publicados de 2005 a 2020;

3. ldioma: estudos que estdo somente em portugués; e

4. Tipo de publicacgdo: publicacdes que estejam no formato de dissertagdes e teses.

Ao longo do desenvolvimento desta pesquisa, deparamo-nos com trabalhos realizados
em Programas de P6s-graduacdo em Educacdo Matematica, em Educacdo, Ensino de Ciéncias
e Educacdo Cientifica e Tecnolodgica.

Na sequéncia, exibimos um quadro que apresenta 14 trabalhos encontrados,
demonstrando seu titulo, tipo do documento, ano de defesa, autores e area. Este quadro foi
organizado de modo que nas primeiras linhas apresentamos as dissertacdes, e posteriormente,

as teses, em ordem crescente a partir do ano de suas defesas.
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Quadro 2: Dissertagoes e Teses — TAD e livro didatico

. ANO DA PROGRAMA DE INSTITUICAO DE
TITULO DO TEXTO TIPO DOCUMENTO DEFESA AUTOR POS-GRADUACAO DEFESA
A nocao de variavel em
livros didaticos de Ensino . x . . x (e Pontificia Universidade
Funo!a_mental. um <_astuc~io Dissertacao 2005 Eliana da Silva Cruz Educacdo Matematica Catélica de Sio Paulo
sob dtica da organizacéo
praxeoldgica
Saberes docentes sobre 0
tema anga~0 - uma Dissertacdo 2006 Renata Rossini Educacdo Matematica Ponnﬁ_ua Un|\~/er5|dade
investigacdo das Catolica de S&o Paulo
praxeologias
Calculo diferencial e
integral nos livros Pontificia Universidade
didaticos: uma anélise do Dissertacao 2007 Pedro Mateus Educagdo Matematica Catoli x
. atolica de S&o Paulo
ponto de vista da
organizagdo praxeoldgica
A organizacao
praxeoldgica do objeto N e rg .
tridangulo nos livros Dissertacao 2008 Cristini Kuerten Maia Educigao C!er]t|f|ca ¢ Universidade Fe(_jeral de
didéticos da 72 série do ecnologica Santa Catarina
ensino fundamental
A calculadora como
recurso didatico nos anos . x Vania Marina Prates de x - Universidade Federal do
iniciais do Ensino Dissertagao 2009 Abreu Educagdo Matematica Mato Grosso do Sul
Fundamental
Prova e demonstracdo em
geometria: uma busca da
orgac?_lzggao matematica e Dissertacdo 2010 Jacinto Ordem Educacdo Matematica Pont!ﬂ_ma Un|\~/er3|dade
idatica em livros Catolica de S&o Paulo
didaticos de 6% a 82 séries
de Mocambique
Progressdes aritméticas e Dissertacio 2012 Eliane Aparecida Martins de Educagéio Universidade Federal de

geomeétricas:

Almeida

Mato Grosso
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praxeologias em livros
didaticos de matematica

Regressao linear simples
nos livros de estatistica
para cursos de
Administracdo: um
estudo didatico

Dissertacéo

2013

Marcelo Massahiti Yamauti

Educacdo Matematica

Pontificia Universidade
Catélica de Sao Paulo

Expressdes numéricas e
suas abordagens em
livros didaticos de
matematica do 6° ano do
ensino fundamental

Dissertacao

2014

Handus Silva Freitas

Educacéo

Universidade Federal de
Mato Grosso

Elaboracéo de livro
paradidético para o
Ensino de Probabilidade:
o trilhar de uma proposta
para os anos finais do
Ensino Fundamental

Dissertacao

2016

Valéria Ciabotti

Educacao

Universidade Federal do
Triangulo Mineiro

O ensino de algebra no
Brasil e na Franca: estudo
sobre 0 ensino de
equacdes do 1° grau a luz
da teoria antropoldgica
do didatico

Tese

2009

Abrado Juvencio de Aradjo

Educacao

Universidade Federal de
Pernambuco

Investigando o processo
de transposicéo didatica
externa: o conceito de
transformacao quimica
em livros didaticos

Tese

2009

José Aercio Silva das Chagas

Educacao

Universidade Federal de
Pernambuco

A transposicao didatica
do conceito de &rea de
figuras geométricas
planas no 6° ano do
ensino fundamental: um

Tese

2015

Marilene Rosa dos Santos

Ensino das Ciéncias

Universidade Federal
Rural de Pernambuco
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olhar sob a 6tica da teoria
antropolégica do didatico

Analise combinatoria:
organizagoes
matematicas e didaticas
nos livros escolares
brasileiros no periodo
entre 1895-2009

Tese

2015

Carlos Alberto de Miranda
Pinheiro

Educacdo Matematica

Pontificia Universidade
Catolica de Sdo Paulo

Fonte: A Autora (2020).
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Entre os 14 trabalhos encontrados nesta pesquisa, 6 deles foram produzidos em
Programas de Pds-graduacdo em Educacdo Matemaética, sendo igual ao nimero de producgdes
desenvolvidas em Programas de Pds-graduacdo em Educacdo. Logo, os 2 trabalhos
complementares ao levantamento fazem parte de outros dois Programas de PoOs-graduacéo,
sendo um deles em Ensino de Ciéncias e outro em Educacédo Cientifica e Tecnoldgica. Diante
da pesquisa e estruturacdo do quadro apresentado, foram analisados 0s objetivos centrais dos
trabalhos, explorando seus resumos e conteidos, 0s quais apresentamos na sequéncia.

Cruz (2005), em seu estudo, propds-se a responder a seguinte questéo de pesquisa: como
os livros didaticos abordam a nocdo de variavel sob a Otica da organizacdo praxeolégica de
Chevallard? Para tanto, foi desenvolvida uma andlise qualitativa e documental de quatro
colecBes de livros didaticos de 5% a 82 série do Ensino Fundamental. A pesquisa fundamentou-
se na Teoria Antropoldgica do Didatico de Chevallard (1991), e fez uso de uma adaptacdo da
Organizacdo Praxeol6gica proposta pelo autor. O autor procurou identificar os exercicios que
atendem aspectos, tal qual o tipo de tarefa proposta, qual a maneira de cumprir essa tarefa, qual
é a técnica envolvida, e qual o discurso tedrico-tecnoldgico que é contemplado na técnica
evidente. Foi possivel perceber que, embora os livros didaticos tragam varias concepcdes da
Algebra e trabalhem as variaveis sob diferentes enfoques, ainda ha a predominancia de
exercicios para aplicacdo de técnicas.

O trabalho produzido por Mateus (2007) tem como questdo de pesquisa: 0 que é que 0s
livros didaticos disponiveis sugerem quanto a construcdo de conceitos e estratégias de ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral? As bases tedricas do trabalho foram a Teoria
de Registros de Representacdo Semiética, de Duval (2003); a Teoria Antropoldgica do
Didético, de Chevallard (1999); e a Teoria das Situacdes Didaticas, de Brousseau (1977). Com
base nas analises dos resultados, o pesquisador concluiu gque a articulacdo entre os registros de
representacdo semidtica € debil, pois ha preferéncia do uso de registros algébricos e seus
tratamentos, em vez de promover a articulacdo na forma de conversdo entre 0s registros;
trabalha-se mais sobre o bloco préatico-técnico do que a combinacéo entre o bloco pratico-
técnico e o bloco tecnoldgico-teorico; e a exposi¢do formal do conteddo é a predominante em
vez da contextualizacdo como fio condutor das idéias para a formalizagéo

A pesquisa de Yamauti (2013) insere-se no contexto de um curso de Administracéo, e
teve por objetivo analisar como os livros-texto de Estatistica para tais cursos organizaram as
atividades propostas, referentes ao estudo do tema Regressdo Linear Simples, verificando se

estas contribuem para o desenvolvimento do Pensamento Estatistico. Com o intuito de alcancar
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tal objetivo, o autor analisou 6 livros-texto, considerando os exercicios propostos no capitulo
referente ao tema em questdo. O quadro tedrico que fundamentou as andlises foi a Teoria
Antropoldgica do Didatico, proposta por Yves Chevallard, com o olhar da organizagédo
praxeologica. Além deste, também doi buscada fundamentacdo no que se define como
Pensamento Estatistico, proposto por varios autores da area da Didatica da Estatistica. Apoiadas
nessas teorias, as analises foram realizadas com o intuito de responder a duas questdes de
pesquisa: Quais organizacdes praxeoldgicas (Estatistica/Matematica) os livros-texto de
Estatistica para cursos de Administracao apresentam em relacdo ao contetdo Regressao Linear
Simples? Quais caracteristicas do Pensamento Estatistico sdo contempladas nessas
organizacgOes identificadas? Para isto, foi desenvolvida uma pesquisa qualitativa com enfoque
documental. Os resultados das andlises dos livros-texto apontaram para o fato de que o
professor precisa ser mais criterioso na escolha de uma atividade proposta, se 0 objetivo a ser
alcancado for o desenvolvimento do Pensamento Estatistico dos alunos

Juvencio de Aradjo (2009), objetivou em seu trabalho, caracterizar e comparar as
transposicOes didaticas realizadas na Franca e no Brasil, sobre o ensino de resolucdo de
equacbes do 1° grau com uma incognita. Para tanto, apoiou-se na Teoria da Transposicdo
Didatica (CHEVALLARD, 1991), que ressalta o papel das instituicdes na relacdo com os
objetos de saberes escolares, bem como na Teoria Antropoldégica do Didatico
(CHEVALLARD, 1999), como um método de analise que permite reconstruir a organizacdo
matematica existente no interior de uma determinada instituicdo de ensino. Os resultados
indicam que, no Ensino Fundamental, a algebra ndo é destacada como um dominio préprio do
conhecimento matematico nos dois paises. No caso do ensino de equagbes do 1° grau com uma
incAgnita, os resultados mostram que, tanto na Franca quanto no Brasil, ele é justificado como
uma ferramenta para resolver problemas de contextos sociais e de outros dominios da
matematica. As organizacdes matematicas existentes nos documentos oficiais analisados néo
fornecem elementos que favorecam a caracterizacdo das praxeologias matematicas existentes,
nesses dois paises, em torno da resolugdo de equacdes do 1° grau. O trabalho realizado nos
livros didaticos analisados dos dois paises nem sempre é feito de forma a esclarecer as
diferencas existentes entre os subtipos de tarefas explorados, bem como sobre os limites ou
potencialidades das técnicas elaboradas e/ou sistematizadas. Os alunos investigados dos dois
paises ndo tém boas relacdes pessoais com esse objeto do saber da algebra.

Chagas (2009), em sua tese, objetivou estudar como ocorre 0 processo de transposi¢ao
didatica externa (TDE) do conceito de transformagdo quimica presente nos livros didaticos, e

analisar como esse conceito € re-significado, enquanto saber escolar, no dominio desses
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manuais didaticos. Utiliza como suporte tedrico, nesse estudo, a Teoria da Transposi¢do
Didatica (Chevallard, 1991) e a Teoria Antropolégica do Didéatico (Chevallard, 1999). Foram
verificadas manifestagdes da transposicdo didatica externa nos dois planos de analise
viabilizados na pesquisa; ou seja, no exame dos capitulos que tratam do conceito de reagédo
quimica, no dominio do saber sdbio e do escolar, bem como na anélise da organizacao
praxeologica presente nos saberes citados. Observou-se a manifestacdo do envelhecimento de
saberes na apresentacao da irreversibilidade como critério de diferenciacao de reacdes quimicas
e transformac0es fisicas; a necessidade de vigilancia epistemoldgica em funcdo do uso da
linguagem informal e proxima do senso comum; e manifestacbes da noosfera no sentido de
compatibilizar o sistema de ensino com a sociedade da época como, por exemplo, atendimento
a exigéncias da pedagogia tecnicista.

No trabalho de Santos (2015) foi desenvolvida uma analise do distanciamento entre a
pratica docente do professor de matematica e a abordagem do livro didatico adotado por ele, no
6° ano do Ensino Fundamental, em relacdo ao conceito de &rea de figuras geomeétricas planas.
A fundamentacdo tedrica dessa pesquisa esta alicer¢cada no modelo de area enquanto grandeza,
proposto nos trabalhos de Douady e Perrin-Glorian (1989), Bellemain e Lima (2002),
Bellemain (2013); e na Teoria da Transposicdo Didéatica e Teoria Antropoldgica do Didatico,
ambas desenvolvidas por Chevallard (1991; 1999) e seus colaboradores. A metodologia baseia-
se em uma abordagem qualitativa de cunho etnogréfico, que consistiu na analise das
organizacbes matematica e didatica do livro didatico, e da pratica docente do professor de
matematica de uma escola publica municipal da Cidade do Paulista. Os resultados indicam que
existe, sim, uma relacdo entre a abordagem do livro didatico e a pratica docente. No entanto,
essa relacdo é divergente em muitos aspectos (Tipos de tarefas e técnicas abordadas, tecnologias
e teorias, exploracdo de técnicas, organizacdo didatica) e convergentes em outros (definicdo e
abordagem conceitual da area de figuras planas). Também foi possivel perceber que ha uma
distancia consideravel entre a abordagem didatica do livro didatico e da pratica docente em
relacdo ao conceito de area, que pode estar sendo influenciada pela concepc¢éo que o professor
tem sobre 0 ensino de matematica e pela relagdo que ele tem com o objeto de estudo.

Almeida (2012), em sua dissertacdo, teve como objetivo geral investigar como os livros
didaticos propdem o estudo das progressdes aritméticas e geomeétricas no primeiro ano do
Ensino Médio. Os livros que se agregam a esta pesquisa pertencem ao primeiro ano do Ensino
Médio, os quais foram selecionados por comporem o catadlogo do Programa Nacional do Livro
Didatico para o Ensino Médio e, além disso, por serem utilizados pelas escolas estaduais do

municipio de Cuiaba. Como opcdo metodologica, foi adotada uma pesquisa qualitativa, com
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énfase em analise documental. Os estudos dos documentos livros didaticos fundamentam-se
essencialmente na Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), mais especificamente nas
praxeologias, propostas por Chevallard (1999); e na Teoria dos Jogos de Quadros de Douady
(1992). Os resultados dessa investigacdo, associados a teoria pertinente, possibilitaram o
diagndstico de livros didaticos, os quais evidenciaram que as organizagdes praxeoldgicas de
dois dos livros analisados ndo explicitam a estreita relagcdo entre progressdes e funcdes.
Percebeu-se, também, que os livros selecionados para essa investigacdo ndao propdem com
frequéncia tarefas que incentivam a generalizacao de padrfes, ainda que esteja explicita como
intencionalidade dos autores dos quatro livros selecionados para a investigacdo. Ainda hé o
predominio de tarefas dos géneros calcular, determinar, que se constituem em tarefas de
imitacdo, podendo conduzir a rotinizacdo da técnica. Entre outros aspectos, foi identificado um
namero reduzido de tarefas que possibilitam a articulacdo dos diferentes quadros (numérico,
algébrico e geométrico) propostos por Douady (1992). Na maioria das vezes, priorizam 0
quadro algébrico. Entre os livros selecionados para os estudos, o autor constatou que nenhum
deles é completo, de forma a contribuir efetivamente para o desenvolvimento do pensamento
algébrico nos estudos das progressdes. Mesmo se contemplasse, segundo o autor, todas as
recomendacdes dos documentos oficiais, ndo seria completo; entdo, cabe ao professor
selecionar o livro que considerar mais adequado, segundo a sua opinido e de acordo com a
realidade de seus estudantes.

O trabalho de Ciabotti (2016) teve por objetivo analisar o processo de elaboracdo de
livro paradidatico para subsidiar o ensino de contetdos probabilisticos dos anos finais do
Ensino Fundamental, seguindo os principios da Teoria Antropoldgica do Didatico — TAD de
Chevallard (1996, 2001), na organizacao praxeoldgica didatica e matematica (probabilistica).
A questdo orientadora da investigacdo foi apresentar o processo de elaboracdo de um livro
paradidatico no Ensino de Probabilidade para os anos finais do Ensino Fundamental sob a luz
da TAD na organizacdo praxeoldgica didatica e matematica (probabilistica) que contemple
aspectos relacionados aos contetdos probabilisticos, e que atenda as necessidades de
compreensdo e assimilagéo por parte dos alunos que estdo terminando um ciclo de estudos. O
desenvolvimento desse trabalho esté caracterizado pela elaboracéo de atividades desenvolvidas
a partir da producéo do livro paradidatico, com o titulo Jogando na Olimpiada Nacional de
Probabilidade, que foi dividido em quatro capitulos, e em que cada um deles apresenta uma
das etapas de uma Olimpiada, que contempla aspectos relacionados aos conteddos
probabilisticos com o intuito de proporcionar, aos alunos, a vivéncia dos processos apontados

por Nacarato e Lopes (2005). As acdes utilizadas no livro paradidatico foram elaboradas,
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segundo o autor, tomando como base alguns jogos que, a nosso ver, sdo importantes para
agregar motivacgdo as atividades, tambem para relacionar os contetdos probabilisticos a serem
abordados. A intencdo da construcao do paradidatico, segundo Ciabotti (2016), ndo é substituir
o livro didatico, mas complementa-lo, e inserir esse material com elementos essenciais na
formacdo dos alunos da Educacdo Basica em relacdo aos contetidos probabilisticos.

Na pesquisa desenvolvida por Freitas (2014), o objetivo foi investigar a abordagem do
conteddo de expressdes numeéricas pelos livros didaticos de matematica do 6° ano do Ensino
Fundamental, adotados por uma escola estadual de Cuiaba-MT, para o triénio 2011-2013. Para
efetivar esse objetivo, foram analisados dois volumes de livros didaticos por ela adotados, tendo
em vista a introducdo desse contedo como uma técnica de calculo aritmético, que contém
sinais de operacdo e de associacdo, e abordagem das expressdes numericas apresentadas nos
dois volumes. Como referencial tedrico-metodoldgico para a analise dos livros foi utilizada a
Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), mais especificamente as praxeologias propostas por
Chevallard (1999), e por meio do estudo da organizacdo matematica focou-se a analise nos
tipos de tarefas e técnicas que contemplam o contetdo das expressdes numericas com numeros
naturais. Os dados foram coletados por meio de analise documental. Com relacéo a organizacéao
didatica, segundo o autor, os dois livros introduzem as expressGes numéricas a partir de
situacBes-problema. Ambos buscam aspectos histéricos da matematica, e constatou-se um
namero relativamente grande de imagens, graficos e tabelas. O recurso da calculadora também
é explorado em ambos os volumes. A anélise praxeolégica foi dividida em dois géneros de
organizacdo matematica. No primeiro género foram analisados como ¢é abordado o conceito de
expressdo numérica; e no segundo género, as expressdes numéricas com as quatro operacdes.

Abreu (2009) desenvolveu sua pesquisa com livros didaticos do 5° ano do Ensino
Fundamental. O objetivo principal foi analisar a funcdo atribuida a utilizacdo da calculadora
em atividades matematicas em livros didaticos dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Os
objetivos especificos foram: 1°) Analisar as pontuacdes fornecidas pelos PCN (Parametros
Curriculares Nacionais) relativas ao uso da calculadora nos anos iniciais do Ensino
Fundamental; 2°) Identificar as atividades que fazem uso da calculadora em livros didaticos dos
anos iniciais do Ensino Fundamental; 3°) Identificar elementos da organizacdo praxeolégica
nas atividades matematicas que fazem uso da calculadora nos livros didaticos dos anos iniciais
do Ensino Fundamental; e 4°) Identificar tendéncias implicitas nas préaticas prescritas em
atividades com a utilizacdo da calculadora em livros didaticos dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Trata-se de uma pesquisa qualitativa que utiliza analise do contelido para extrair

0 discurso expresso nessas fontes de influéncia do ensino de Matematica para o uso da
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calculadora. O referencial teérico fundamenta-se na Teoria Antropoldgica do Didético,
desenvolvida por Yves Chevallard. Os resultados, segundo o autor, apontam uma valorizagédo
da utilizacdo da calculadora nos livros didaticos, e mostram, também, organizacGes didaticas
que enfatizam a construcao de praxeologias pelo aluno.

A fim de tomar conhecimento das producdes apresentadas até meados de 2020, que
envolvessem aspectos metodoldgicos sobre a TAD, concomitantemente a organizacGes
praxeologicas e livros didaticos, desenvolvemos esta pesquisa. Diante das analises realizadas,
foi possivel evidenciar o uso da Teoria Antropoldgica do Didatico, nessa ocasido, em analises
de livros didaticos, de forma satisfatdria, a fim de explorar o cenério proposto aos alunos nas
escolas por intermédio das cole¢des adotadas.

Além disso, os trabalhos encontrados, que sdo provenientes de pesquisas que relacionam
a TAD, organizacdo praxeologica e livro didatico, podem auxiliar na nossa pesquisa, uma vez
que se contribuem para tomarmos conhecimento de que maneira é produzido um trabalho
académico relacionando estes elementos: livro didatico, TAD e organizagao praxeologica.

Frente aos levantamentos realizados, observamos que, até o presente momento, ndo ha
uma pesquisa que articule a TAD com a Geometria dos Fractais, ou que apresente
caracteristicas de ordem praxeoldgica desenvolvidas diante deste tema.

Diante do exposto até 0 momento, a subsecdo a seguir dispde de um viés particular do
ja apresentado, sobre o qual nos debru¢camos no desenvolvimento de uma relacéo entre alguns
conceitos presentes na Teoria Antropologica do Didatico e caracteristicas da Geometria dos

Fractais.

2.2.2 TAD e a Geometria dos Fractais

Ao estudar aspectos relacionados a TAD e a Geometria dos Fractais, entendemos que
esta Ultima pode ser estudada sob o ponto de vista da primeira. Em outras palavras, a TAD
permite que compreendamos o objeto matematico sob um ponto de vista particular, que abrange
sua existéncia e 0 motivo para tal. Desse modo, no que se refere a aplicacdes da Geometria dos
Fractais em diferentes areas do conhecimento, podemos pensar em fenémenos, como a
Transposicao Didatica e a Ecologia do Saber. Explicando de outro modo, a teoria estudada pode
ser ensinada de forma diversificada, dependendo de suas condicGes de existéncia, sofrendo
adaptacdes com o intuito de seu melhor uso e entendimento. A exemplo disso, podemos citar a
Medicina, que a utiliza no estudo de caracteristicas de fendbmenos cardiacos e pulmonares, além

de uma aplicacdo notavel na tomografia computadorizada por meio da analise de imagens
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geradas, possibilitando, assim, uma nova visdo, aos médicos, da anatomia interna do corpo
humano (NUNES, 2006).

A utilizacdo da Geometria dos Fractais encontra-se, também, no estudo da
Meteorologia, na determinacdo da dimenséo fractal de perimetro de nuvens, usando imagens
obtidas com satélites e radares meteoroldgicos. No que diz respeito as tecnologias, podemos
citar a utilizacao de antenas para equipamentos moveis, que para além da otimizacao do espaco,
também aumentam a sua capacidade de transmissdo (NUNES, 2006).

Ademais, a Geometria dos Fractais modela a anélise de solos, o movimento dos rios, e
estruturas de vérios cristais que se fazem presentes no ramo da agricultura (NUNES, 2006).
Dessa forma, foi possivel perceber que essa Geometria passou a ser uma ferramenta para o
auxilio de resultados eficazes em diversas areas do conhecimento, e que seu estudo e aplicacédo
sofre mudancas, dependendo de suas condicdes e finalidades. Logo, nos contextos apresentados
anteriormente, observamos a influéncia da Transposicdo Didatica, em que o saber é
transformado com o intuito de ser aplicado ou compreendido. Da mesma forma, faz-se presente
a Ecologia dos Saberes, ja que o objeto Fractal desempenha papel diferente, dependendo do
ambiente em que vive (habitat) e de qual funcdo desempenha (nicho ecolégico).

A fim de estudar a atividade matematica, para além dos elementos praxeol6gicos citados

anteriormente, outros dois se fazem essenciais.

Nos falaremos de objeto ostensivo [...] para nos referirmos a todo objeto tendo
uma natureza sensivel, uma certa materialidade, e que, por isso, adquire para
0 ser humano uma realidade perceptivel. Esse é o caso de um objeto material
gualquer e, notadamente, de objetos materiais particulares que sdo os sons[...],
os grafismos [...] e os gestos. Os objetos ndo ostensivos sdo entdo todos os
“objetos” que, como as ideias, as intuigdes ou os conceitos, existem
institucionalmente — no sentido em que lhe atribuimos uma existéncia — sem,
entretanto, poderem ser vistos, ditos, escutados, percebidos ou mostrados por
si mesmos: eles s podem ser evocados ou invocados pela manipulagdo
adequada de certos objetos ostensivos associados (uma palavra, uma frase, um
grafismo, uma escrita, um gesto ou um longo discurso) (BOSCH;
CHEVALLARD, 1999, p. 10, grifo dos autores).

A TAD possibilita analisar e modelar os objetos ostensivos e ndo ostensivos presentes
na atividade matematica, e esta analise pode ser empregada na abordagem de assuntos
matematicos sugeridos em colecGes de livros didaticos.

Entre os exemplos citados anteriormente, em que a Geometria dos Fractais colabora em
sua aplicacdo aperfeicoando seus resultados, podemos elencar alguns objetos ostensivos que se

fazem presentes nesses contextos, como o0s radares meteorologicos, tomografia
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computadorizada, nuvens e movimento dos rios. Contudo, ao pensar em objetos ostensivos que
delineiam um fractal, podemos mencionar aqui, também, as construcbes realizadas em
softwares matematicos, como a Curva de Kock e o Triangulo de Sierpinski. Entretanto, ndo
somente eles, mas as construcoes desses fractais com materiais manipulaveis e instrumentos de
desenho também.

Por outro lado, Benoit Mandelbrot determina a autossemelhanca, a dimenséo fracionaria
e a complexidade infinita como as principais caracteristicas de um objeto fractal, e ao refletir
especificamente sobre as particularidades do Fractal, entendemos que ele, na sua condicdo de
complexidade infinita, € um objeto ndo-ostensivo. Chevallard e Bosch (1999, p. 40, gifos dos

autores) comentam que objetos ndo-ostensivos

[...] s@o todos esses objetos que como ideias, intuicdes ou conceitos, existem
institucionalmente — no sentido em que atribuimos uma existéncia a eles —sem
poder ser visto, dito, ouvido, percebido ou mostrado por eles mesmos: eles s6
podem ser evocados ou invocados pelo manuseio adequado de certos objetos
ostensivos associados (uma palavra, uma frase, um grafico, escrita, gesto ou
um discurso completo)®.

A vista disso, aliada as caracteristicas da complexidade infinita, comentada
anteriormente, em que trata do processo gerador de um fractal, podendo ser recursivo,
possuindo um ndmero infinito de iteracdes, ou ainda podendo ser ampliado quantas vezes
desejarmos sem nunca obter a imagem final, entendemos a ndo ostensividade desse objeto final.
Assim, a associacdo do fractal a um objeto ndo-ostensivo se deve ao fato de que, ao pensar em
um objeto fractal e imaginarmos sua n-ésima iteracdo, reconhecemos o estado e a ideia de um
objeto ndo-ostensivo, uma vez que ndo podemos conceber visualmente e nem mentalmente a
representacdo desse objeto nesse estado.

Diante dessas reflexdes a respeito dos objetos fractais, emergiu a necessidade de situar
a Geometria dos Fractais, de modo que tal acdo contribuisse para melhor entendimento da
dependéncia ou independéncia deste assunto. Deste modo, elaboramos a escala de
codeterminacdo, que permitiu entender melhor as condigcdes e restrigdes institucionais a
respeito dos sistemas didaticos e que possibilita, aos pesquisadores, uma elaboracdo de

infraestruturas matematicas alternativas.

Figura 5: Escala de codeterminagéo — Geometria dos Fractais

4<[...] sont alors tous ces « objets » qui, comme les idées, les intuitions ou les concepts, existent institutionnellement
—au sens ol on leur attribue une existence — sans pourtant pouvoir étre vus, dits, entendus, per¢us ou montrés
par eux-mémes : ils ne peuvent qu’étre évoqués ou invoqués par la manipulation adéquate de certains objets

ostensifs associés (un mot, une phrase, un graphisme, une écriture, un geste ou tout un long discours)”.
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Disciplina MATEMATICA
Dominio GEOMETRIA
Setor GEOMETRIA
NAO EUCLIDIANA
Tema
GEOMETRIA FRACTAL

Fonte: A autora (2020).

Desse modo, podemos interpretar a Geometria dos Fractais sob o ponto de vista da TAD
como um Tema, uma vez que os objetos fractais podem ser compreendidos diante de conceitos
presentes na Geometria e, especificamente, na Geometria ndo-euclidiana. Logo, ao realizar as
analises apresentadas posteriormente, situamos a Geometria dos Fractais no Dominio da
Geometria, embora tal tema possa ser utilizado para explorar outros dominios, conforme

observado no capitulo de analises dos dados.
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3. DESENVOLVIMENTO METODOLOGICO

Neste capitulo, apresentaremos o0s procedimentos metodoldgicos requeridos para o
desenvolvimento deste trabalho. Descrevemos as caracteristicas da pesquisa, seu contexto e 0s

critérios para a analise dos dados coletados.

3.1 Caracteristicas da pesquisa

A presente pesquisa apoia-se em uma abordagem de natureza qualitativa, sobre a qual
Alves-Mazotti e Gewandsznajer (2004) comentam que tem se tornado frequente na producéo
de trabalhos no campo das ciéncias sociais. Os estudiosos também ressaltam que o
planejamento da pesquisa qualitativa ndo é simples porque, “ao contrario do que ocorre com as
pesquisas quantitativas, as investigacdes qualitativas, por sua diversidade e flexibilidade, ndo
admitem regras precisas, aplicdveis a uma ampla gama de casos” (ALVES-MAZOTTI,
GEWANDSZNAJER, 2004, p. 147).

3.2 Contexto da pesquisa

As ideias que nortearam nossa pesquisa partiram de principios relacionados ao contetido
Geometria dos Fractais, pois ja haviamos tido proximidade com o tema, e tratava-se de algo
gue nos despertava interesse. Assim, com algumas leituras realizadas no Grupo de Pesquisa em
Ensino de Geometria — GPEG, sobre a Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), interessamo-
nos pela realizacdo de uma pesquisa que envolvesse a Geometria dos Fractais a luz da TAD.
Amadurecendo essa ideia, em conjunto ao conhecimento da inclusdo das Geometrias néo-
euclidianas nas DCE do estado do Parana, fomos aprimorando nossa pesquisa com o foco de
investigar a presenca da Geometria dos Fractais nos livros didaticos utilizados no Estado no
Parana.

No inicio, pensdvamos sobre a realizacdo de uma pesquisa que abrangesse todas as
escolas publicas do estado do Parana, mas apo0s iniciar o levantamento das cole¢des adotadas
pelas instituigdes, percebemos que se tratava de algo muito trabalhoso, podendo comprometer
a qualidade de nossa pesquisa. Assim, decidimos por realizar nosso estudo sobre as 3 colecdes
mais adotadas pelas escolas publicas pertencentes as 5 maiores cidades em termos de habitantes
do Estado do Parana, sendo elas: Curitiba; Londrina; Maringd; Ponta Grossa e Cascavel, as
quais adotaram livros de Matematica contemplados no PNLD 2018 — Ensino Médio.

53



Optamos por realizarmos as analises no Manual do Professor, uma vez que estes livros

apresentam atividades resolvidas, dando subsidios para identificarmos as técnicas que o autor

espera que os alunos mobilizem. Porém, apds realizar as analises dos livros do primeiro ano, e

inicar as analises nos livros do segundo e terceiro ano, deparamo-nos com pouco material para

investigacdo. Decidimos, assim, contemplar mais uma colecdo para implementar nossa

pesquisa, e realizamos o estudo acerca das 4 cole¢des mais adotadas nas cidades mencionadas

anteriormente. Estabelecemos, como critério de busca, as principais cole¢des do Ensino Médio

adotadas pelas escolas dessas cidades, e tomamos como hipdtese a maior circulacdo de obras

utilizadas pelos professores e alunos. Assim, buscamos obter maior proximidade com a

realidade do suporte didatico disponibilizado aos professores e estudantes.

Apresentamos, na sequéncia, a tabela que construimos referente ao levantamento das

colecdes adotadas pelas 289 escolas.

Tabela 1: Levantamento de dados das cole¢Ges

QUANTIDADE
DE ESCOLHAS
DA COLECAO x
PELAS ESCOLAS COLECAO EDITORA AUTORES
PUBLICAS DO
PARANA
73 Contato Matematica FTD Joamir Souza;
Jacqueline Garcia
61 Matematlc_a - CPntexto & Editora Atica L uiz Roberto Dante
aplicacGes SIA
56 Quadrante Matematica Edigdes SM Eduqrdo Chavante;
Diego Prestes
Gelson lezzi;
Saraiva Osvaldo Dolce;
46 Matemaética. Ciéncia e aplicagdes Educacio Ltda David Degenszajn;
¢ ' Roberto Périgo;
Nilze de Almeida
23 Matematica: Interacao e LEYA Rodrigo Dias Balestri
tecnologia
Editora Fabio Martins de
16 Conexdes com a Matematica Moderna Ltda Leonardo;
' Willian Raphael Silva
- . Editora .
12 Matematica Paiva Moderna LTDA Manoel Paiva
5 Matema@tica para compreender o Saraiva Kétia Stocco Smole;
mundo Educacéo Ltda. Maria Ignez Diniz

Fonte: A Autora (2020).
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De acordo com as informacbes da Tabela 1, observamos que a colecdo Contato
Matemaética, da editora FTD, foi a mais escolhida em meio ao levantamento realizado. Em
contrapartida, a editora Saraiva Educacéo Ltda., com a colecdo Matematica para Compreender
0 Mundo, foi adotada por apenas duas escolas. Vale ressaltar que, ao realizar o levantamento,
observamos que a maioria das escolas de uma mesma cidade ndo optou por uma colegéo
comum, havendo duas ou mais cole¢fes adotadas que se sobressaiam com relagdo as outras.
Maringa, por sua vez, apresentou uma varia¢do na escolha das colecdes: a colecdo Quadrante
Matematica esta presente em aproximadamente 70,5% das escolas deste municipio.

Deste modo, optamos por analisar as seguintes colecdes: Contato Matematica;
Matematica — Contexto & Aplicacdes; Quadrante Matematica; e Matematica Ciéncia e
Aplicacdes, uma vez que estas foram as 4 colecdes mais adotadas pelas 5 maiores cidades em

termos de habitantes do Estado do Parana.

3.3 Critérios para a analise dos dados

A anélise das colegdes dos livros didaticos investigados foi realizada diante dos 3
volumes correspondentes a cada cole¢do. Buscamos, ao apresentar as analises, revelar como o
ensino da Geometria dos Fractais se desenvolve nessas obras. Para tal, realizamos a analise da
Parte Curso, das Atividades Resolvidas e das Atividades Propostas presentes nos livros que
integraram a organizacdo praxeoldgica do contetdo Geometria dos Fractais. Sobre esses
conceitos, Bittar (2017, p. 371-373) comenta:

A Parte Curso compreende a explanacdo de definigdes, propriedades,
resultados e exercicios resolvidos. Nessa Parte os autores do livro didatico
trazem, mesmo que implicitamente, o que consideram que os alunos daquele
nivel de escolaridade devem aprender e é nessa Parte que os alunos buscam
pistas para resolver o que lhes é pedido. A anélise da Parte Curso permite
identificar alguns tipos de tarefas que parecem importantes naquela
instituicdo, neste caso o LD. [...] Uma vez realizada a analise da Parte Curso,
passamos as Atividades Propostas. Nesse momento buscamos analisar cada
atividade identificando qual é a tarefa do aluno e qual é a técnica que se espera
que ele utilize para a resolucéo da tarefa, tendo como apoio a(s) praxeologia(s)
anteriormente identificada(s).

Durante nossas analises dos livros didaticos, observamos que o conteudo Geometria dos
Fractais também foi contemplado em algumas Atividades Resolvidas, por isso reservamos uma

parte das analises a esse momento do livro. Outro fator a ser destacado é que toda a analise
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praxeolégica foi feita com base no que o autor de cada colecdo esperava que o estudante fizesse.
Para isso, realizamos uma analise praxeoldgica pautada no Manual do Professor, o qual
subsidiou o olhar diante da teoria e das atividades propostas em cada livro didatico.

A vista disso, nossa problematica de pesquisa caracterizou-se como: O contetido
Geometria dos Fractais pode ser encontrado nas colegdes de livros didaticos adotados para o
Ensino Médio no Estado do Parand? Se sim, quais sdo as propostas de ensino para este
contetdo?

Para a investigacdo da organizacdo praxeologica referente ao ensino da Geometria dos
Fractais, contemplados nas colegdes selecionadas, realizamos o estudo da organizacéo
matematica (OM) e da organizacdo didatica (OD) de acordo com a Teoria Antropoldgica do
Didatico.

No que diz respeito a OM, identificamos: os tipos de tarefas propostas, presentes nas
Atividades Resolvidas e nas Atividades Propostas, em forma de exercicios. Agrupamos os tipos
de tarefas que apresentaram semelhanca entre si, a fim de reconhecer suas potencialidades, as
técnicas instigadas, e os aspectos tecnoldgicos-tedricos que permitiram justificar o uso das
técnicas.

No aspecto da OD, analisamos a presenca e a apresentacdo dos seis momentos didaticos
no ensino proposto, para auxiliar na compreensdo da construcdo e organizacdo do quarteto
praxeolégico identificado na organizacdo matematica.

Escolhemos investigar, por toda a obra, os capitulos que abrangessem o estudo da
Geometria dos Fractais, haja vista que este objeto de saber apresenta conexfes com outros
objetos matematicos ou ndo matematicos. Buscamos, também, analisar as convergéncias e
diferencas entre o que é sugerido nas Diretrizes Curriculares e o que € implementado nas

colecdes de livros didaticos analisadas.
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4. ANALISES DOS DADOS

Nesta secdo, apresentamos as descri¢des dos resultados da producéo e anélise dos dados.
O capitulo esta dividido em 3 partes: a primeira diz respeito a analise dos livros do Primeiro
Ano; em seguida, as dos do Segundo Ano; e para findar, as analises dos daqueles do Terceiro
Ano.. Em cada subsecao estdo presentes as analises da Parte Curso, Atividades Resolvidas e as
Atividades Propostas, respectivamente.

As colecdes investigadas sdo: Contato Matematica, da editora FTD; a colecdo
Matematica - contexto & aplicacdes, publicado pela Editora ATICA S/A; os volumes da colecio
Quadrante Matematica, da Edi¢cdes SM; e a quarta colegdo Matematica. Ciéncia e aplicacdes,
da Saraiva educacdo Ltda.

Para que as analises ficassem mais fluentes, adotamos como critério a abreviatura, para

nos direcionar aos livros didaticos de cada ano, as quais estdo apresentadas no quadro 3.

Quadro 3: Abreviatura dos livros didaticos adotados

X PRIMEIRO SEGUNDO TERCEIRO
COLEGAO ANO ANO ANO
Contato Matematica LD 1.1 LD 2.1 LD 3.1
Matematica - contexto & LD 1.2 LD 2.2 LD 3.2
aplicagbes
Quadrante Matematica LD 1.3 LD 2.3 LD 3.3
Matemética ciéncia e aplicacdes LD 14 LD 24 LD 3.4

Fonte: A Autora (2020).

4.1 Analise dos livros didaticos

Apresentamos, nesta subsecdo, as produgdes e analises dos volumes das colegoes
correspondentes ao Primeiro, Segundo e Terceiro Anos do Ensino Médio. No que diz respeito
ao conteudo de Geometria dos Fractais encontrado nos livros didaticos, de modo geral,
observamos que esses materiais estdo atrelados a atividades direcionadas a outros conteidos
matematicos, e por isso apresentamos os conteudos estruturantes (de acordo com as DCE)
correlacionados a este tema. Ainda, e principalmente, a Parte Curso sobre essa geometria nao-
euclidiana so foi identificada em dois dos doze volumes analisados, o LD 1.3 e 0 LD 2.4.

Destacamos que, ao analisar o LD 2.1, 0 LD 2.2 e 0 LD 2.3, ndo encontramos Parte Curso, nem
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Atividades Resolvidas e Propostas; ou seja, nenhum resquisio foi localizado nestes livros a
respeito da Geometria dos Fractais. Também, nenhum dos volumes correspondentes ao
Terceiro Ano apresentou abordagem da Geometria dos Fractais. No que diz respeito aos tipos
de fractais apresentados, o Triangulo de Sierpinski aparece em todos os livros do Primeiro Ano
analisados, contemplado em uma atividade cada; acompanhado deste fractal, o Tapete de
Sierpinski é apresentado no LD 1.3, assim como o Floco de neve de Koch.

Parte Curso

As andlises da Parte Curso presente nos livros didaticos estdo norteadas pela
Organizacao Didatica, passando pelos momentos didaticos propostos por Chevallard (1998).
Deste modo, para iniciar nossas analises, destacamos que, dentre os livros do Primeiro Ano, o
LD 1.1,0LD 1.2e0LD 1.4 ndo apresentaram Parte Curso destinada ao conteudo de Geometria
dos Fractais. Portanto, as analises desta parte sdo destinadas unicamente ao LD 1.3, o qual se
apresentou como unico livro do Primeiro Ano a contemplar essa exploracao.

Com relacdo aos livros didaticos do Segundo Ano, salientamos que o LD 2.1, 0 LD 2.2
e 0 LD 2.3 ndo apresentaram Parte Curso destinada ao conteudo de Geometria dos Fractais.
Logo, as analises desse nivel sdo pautadas unicamente no LD 2.4, o qual contempla essa
exploracéo.

A respeito da Parte Curso presente nos livros do Terceiro Ano, nada foi possivel
evidenciar, uma vez que ndo encontramos exploracdo do contetdo de Geometria dos Fractais
nesses volumes. As DCE sugerem a exploracdo da Geometria dos Fractais no segundo ano,
porém alguns conteddos trabalhados no terceiro ano dao subsidios para a exploracdo de ideias
fractais relacionadas a outros temas, como por exemplo os contetdos relacionados a Geometria
analitica.

No LD 1.3, ao final do estudo de todos os capitulos, o livro apresenta uma breve se¢édo
intitulada Ampliando fronteiras, a qual apresenta aos leitores: contetdos, curiosidades
matematicas ndo contempladas em seus capitulos, e outros destaques que o autor do livro
entende ser necessarios apresentar. Apés o capitulo 10, destinado ao ensino de Trigonometria,
temos o primeiro contato, nessa obra, com o contetdo da Geometria dos Fractais. De forma
sucinta, em duas paginas, a obra apresenta aspectos gerais sobre esta geometria ndo-euclidiana,
e a primeira modelacdo em forma de praxeologia concebe-se por meio da exploracdo da Curva
de Koch ou Floco de neve de Koch.

Inicialmente sdo exibidas as caracteristicas gerais dos fractais como, por exemplo, sua

complexidade infinita, comentando sobre aspectos relacionados a area e perimetro destas
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figuras. Foi possivel observar que o aluno atua como expectador dessa exploracao e elaboragéo,
pois, ao explanar sobre a constru¢cdo do Floco de neve de Koch, sdo apresentadas as

caracteristicas e as ilustracGes das quatro primeiras iteracfes deste fractal, conforme a figura 6.

Figura 6: Ampliando fronteiras - Curva de Koch

: Curva de Koch
Am pl 1an d o Uma caracteristica dos fractais & a complexidade infinita, isto i

fro nteiras é, a quantidade de detalhes é infinita e nunca conseguiriamos
representa-los completamente. Isso gera um aparente paradoxo,

pois apesar de obtermos uma figura cujo perimetro é infinito, ela
abrange uma érea finita.

Paradoxo: pensamento, proposigao ou argumento que desafiao
pensamento l6gico, aparentando contradicdo.

Fractal: estrutura geométrica na qual um padrdo & repetido
FI 0 CO d e n eve d e KO c h tanto na parte quanto no todo, em qualquer escala.

O matemaético polonés Helge von Koch (1870-1924) propds um fractal obtido a partir de
um tridngulo equiltero: divide-se cada lado do tridngulo em trés partes de medidas iguais,
removendo a parte do meio de cada lado e substituindo-a por dois lados de outro triangulo
equiltero, cuja medida do lado é igual ao comprimento do segmento removido. Com algu-
mas alteragdes recorrentes (iteragdes), o resultado é uma figura semelhante a um floco de
neve, chamada floco de neve de Koch.

VLR E3 83

iteragdo 0 iteracao 1 iteragao 2 lterar,éo 3 iteragao 4

kA

Sergio Lima/ID/8R

Fonte: Chavente e Prestes (p 248, 2016)

Cabe observar que, até o aparecimento ilustrativo das primeiras iteracdes do floco de
neve de Koch, foi descrita a construcdo deste fractal de forma detalhada, explicando os tracados
e fragmentos das iteracBes. Até esse momento do livro, ndo identificamos indagacdes aos
alunos sobre essa teoria ou sobre esse objeto fractal, apenas houve apontamento de aspectos
especificos de um dos tantos fractais possiveis de serem estudados.

Sobre a teoria fractal, de modo geral, 0 que o autor retrata, como comentado
anteriormente, refere-se ao paradoxo da complexidade infinita, mencionando que tal figura
fractal apresenta seu perimetro infinito e, em contrapartida, tem sua area finita.

Diante disso, o autor propde explorar o perimetro da figura apresentada anteriormente,
mas para sua construgdo, ele salienta que considerard apenas o comprimento da linha

apresentada nas imagens, a qual é denominada Curva de Koch. Podemos observar novamente
as figuras ilustradas pelo autor na figura 8.

Figura 7: Floco de neve de Koch
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VAR A

iteragdo O iteragao 1 iteragao 2 iteragdo 3 iteragdo 4

Fonte: Chavente e Prestes (p. 248, 2016).

Nesse momento, 0 autor experimenta uma situacdo oriunda de um objeto matematico
apresentado anteriormente, buscando explorar o conceito de perimetro para esse fractal,
elaborando uma tabela para que o aluno possa explorar, a fim de entender seu perimetro, bem
como seu processo de formacdo. Os tracados em vermelho das figuras serviram para a

construcdo da tabela apresentada a seguir, considerando um segmento inicial de comprimento

“

| “ (letra “1”), conforme segue.

Figura 8: Tabela do célculo do perimetro - Floco de neve de Koch

. Comprimento de .
to total
Iteragio Quantidade de Comprimento total

t
segmentos cada z:ir;en ° da curva (u.c)
o
B ny
0 1 ¢ 1= (T) i

el

Sergio Lima//I0/BR

Fonte: Chavente e Prestes (p. 249, 2016).

Na sequéncia da tabela, o livro faz menc¢éo ao conteudo de progressao geométrica (PG),

indicando que os termos do comprimento total da curva em cada iteragdo representam os termos
~ 4 .
de uma PG de razdo 3> 1. Deste modo, busca apresentar, ao aluno, um exemplo relacionado

ao paradoxo da complexidade infinita, exibindo o comprimento total da Curva de Koch, que
n&o é finito e, consequentemente, o perimetro do floco de neve de Koch é infinito.
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Apos contemplar o momento da apresentacdo de definicGes de conceitos fractais, e o
momento que contempla a proposta de ensino pela qual perpassa a construgdo da tabela
envolvendo o perimetro do fractal explorado, o autor investiga o proximo momento, o qual diz
respeito a aplicacéo do que foi pré-determinado, tais como indagac6es e pesquisas sobre a teoria
fractal.

A exploragdo das técnicas desenvolvidas até entdo, sendo elas relacionadas aos
conhecimentos de comprimento do segmento, comprimento total e perimetro das figuras,
juntamente com a investigacdo a respeito de outros exemplos de fractais e informacoes
complementares sobre paradoxos matematicos, sao invocadas por meio de tarefas contempladas

na sequéncia deste livro, como indicado na sequéncia.

Figura 9: Investigagéo sobre os fractais

3 Vocé conhece outros tipos de fractais? Cite-os.

3 Considerando o quadro apresentado, qual a quantidade de segmentos, 0 comprimento
de cada segmento e o comprimento total da curva de Koch na iteragao 5?

£ calcule o perimetro das figuras que representam as quatro primeiras iteragdes do floco
de neve de Koch, considerando £ =3 cm.

[} Ccomo o paradoxo da curva de Koch, hd outros paradoxos matematicos, como o parado-
xo do hotel de Hilbert, o paradoxo de Aquiles e a tartaruga, entre outros. Realize uma
pesquisa a respeito e explique a um colega.

Fonte: Chavente e Prestes (p. 249, 2016).

Os momentos propostos nessas investigacbes dizem respeito a busca de uma
formalizag&o ou reflexdo sobre o saber matematico estudado.

A figura 10 permite observar que os itens A e D possibilitam diversas respostas,
dependendo diretamente do aluno; sendo assim, caracterizamos estas atividades como tarefas
de carater pessoal. Entretanto, os itens B e C oferecem subsidios para pensar sobre suas OM,
as quais comentamos na sequéncia.

Com relagdo ao item B, observamos que ele apresenta questionamentos sobre o
comprimento da curva de Koch em cada etapa, conforme explorado na figura 8. Por esta tarefa
vincular-se a aspectos sobre perimetro, ela foi caracterizada como o Tipo de Tarefa Determinar
a medida de uma grandeza a partir da iteracdo de um fractal, e modelamos suas técnicas
provenientes do desenvolvimento apresentado no livro do professor sobre esta atividade, cuja

OM apresenta-se a sequir.
Quadro 4: Tipo de Tarefa 1

61



TIPO DE TAREFA T1: Determinar a medida de uma grandeza
a partir da iteragdo de um fractal.
TECNICA tla: Interpretar o quadro sobre perimetro.
t1b: Substituir a quantidade de segmentos
na etapa desejada.

tlc: Substituir o comprimento de cada
segmento pela etapa desejada.

t1d: Substituir o comprimento total da
curva pela etapa desejada.

TECNOLOGIA 01: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.
TEORIA ©1: Geometria e Funcoes.

Fonte: A autora.

A respeito do item C, verificamos que ele aborda, assim como o item anterior,
conhecimentos sobre o perimetro do fractal explorado nesse momento. Contudo, ele apresenta
uma informacdo extra, que o autor havia disponibilizado em sua descri¢cdo até 0 momento,
atribuindo um valor numérico ao comprimento do segmento desse objeto fractal. Desta forma,

suas tecnicas diferem das mobilizadas no item anterior. Apresentamos, na sequéncia, sua OM.

Quadro 5: Tipo de Tarefa 1

TIPO DE TAREFA T1: Determinar a medida de uma grandeza
a partir da iteracdo de um fractal.
TECNICA tla: Interpretar do quadro sobre
perimetro.

tlb*: Substituir o valor numérico do
comprimento de segmento no
comprimento total da curva em cada etapa

desejada.
TECNOLOGIA 01: Identificacdo da dimensao fractal.
TEORIA ©1: Geometria e Funcgoes.

Fonte: A autora.

Observamos que, nessas duas Organizacdes Matematica, as técnicas mobilizadas
dependeram diretamente da Figura 8, e 0 passo a passo das atividades sem o auxilio dessa tabela
ja construida requereria uma ampla interpretacdo dos conhecimentos sobre perimetro, como
também do padrao figural desse fractal, obtendo assim a compreensao a partir do entendimento
deste ndo ostensivo fractal.

A Parte Curso, apresentada no LD 1.3, é explorada de forma breve, descontextualizada
e como uma curiosidade; uma introducgdo ao assunto Fractal foi realizada por meio de um
exemplo e uma proposta de perguntas investigativas. Alguns aspectos figurais, numéricos e
algébricos foram abordados, direcionando o aluno no conhecimento da existéncia desse objeto

geométrico e da sua possivel exploragcdo matematica.
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O volume 2 da colecdo Matematica Ciéncia e Aplicagdes apresenta, logo apds o término
de cada capitulo, uma parte nomeada Aplicacdes, sobre aplicagdes matematicas encontradas no
nosso dia a dia. Em uma dessas secdes Aplicacdes, encontramos a Parte Curso desse livro
voltada ao conteudo da Geometria dos Fractais.

Situada logo apds o capitulo 9 do LD2.4, destinado ao ensino de Corpos redondos, o
qual aborda os temas cilindro, cone e esfera, e anterior ao capitulo sobre Anélise Combinatdria,
o0s autores designam uma abordagem dos fractais, embora seus conhecimentos ndo tenham sido
explorados no capitulo anterior e nem no proximo.

A primeira abordagem desse tema traz posicionamentos com relagéo ao estudo escolar
da Geometria. Segundo os autores, a Geometria euclidiana estudada em todas as fases escolares
pelos alunos ndo € suficiente para entender e descrever determinadas formas geomeétricas
apresentadas na natureza como, por exemplo, a linha de corte de um territorio litoral ou uma
nuvem, também uma couve-flor. Partindo desta curiosidade, a ciéncia foi desafiada a estudé-
las e, assim, surgiu a Geometria dos Fractais.

Logo ap0s apresentar esse posicionamento, 0s autores designam um momento para falar
sobre o pai dos fractais, o frances Benoit Mandelbrot, que sintetiza o espirito da Geometria que
falamos através desta frase: “Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo sdo cones, continentes

ndo sdo circulos, 0 som de um latido ndo é continuo € nem o raio viaja em linha reta”.

Figura 10: A Geometria dos fractais

_ Aplicacdes
naturezalelartel

A Geometria dos fractais

A Geometria euclidiana que estudamos em toda fase
escolar nao é suficiente para descrever determinadas
formas geométricas, como a de uma nuvem, a de uma
linha de recorte de um litoral, a de uma couve-flor, a de
uma folha de samambaia e muitas outras que vemos na
natureza. A curiosidade de compreender tais formas
desafiou a ciéncia a estudé-las. A Geometria dos fractais
nasceu dessa necessidade.

As raizes desse ramo da Matemdtica estao no século XIX,
embora haja algumas indicacbes em épocas remotas,
como na Grécia, na [ndia e na China, entre os anos de
1200 a.C. e 800 a.C. Porém, somente ha poucos anos, com
o desenvolvimento e aperfeicoamento dos algoritmos
computacionais, a Geometria dos fractais vem se
consolidando.

O pai dos fractais é o francés Benoit Mandelbrot
(1924-2010), que no inicio dos anos 80 impulsionou 05
estudos sobre essas formas geométricas. Esta
atribuida a ele sintetiza o espirito da Geome
falamos: “Nuvens nao sao esferas, montan
cones, con >0l
_nacé

LEEE

Y Nature, traduzida e publicada

O pai dos fractais
Benoit Mandelbrot nasceu na Polonia em 1924 e, apés o
inicio da Segunda Guerra Mundial, em 1939, se mudou
com a familia para a Franca e naturalizou-se francés. 4
Passou por vérias instituicdes de ensino, incluindo a Ecole
Polytechnique e a Sorbonne, em Paris.
Insatisfeito com a geometria classica,
desenvolveu diversos estudos em diferentes
areas do saber para buscar novas respostas
aos seus problemas cientificos e a
compreensao da natureza.Com o
apoio de recursos de computagao
de empresas privadas,onde
passou a trabalhar a partir de
1958, desenvolveu a geometria
fractal. Publicou alguns livros,
entre eles a sua obra classica
The Fractal Geometry of

em lingua portuguesa com o
titulo Objectos Fractais.

Benoit Mandelbrot
(1924-2010), em 1985.

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 224-225).
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Em seguida, os autores apresentam algumas ideias principais sobre os fractais, tratando
de seu significado e suas caracteristicas. Para ilustrar aos alunos, sdo apresentadas, logo na
sequéncia, trés imagens de fractais encontrados na natureza, como o detalhe de uma variedade
de couve-flor e as folhas de uma samambaia, que se observarmos cada pequena parte da folha,

se parece com a folha inteira, e por ultimo o exemplo da imagem de um floco de neve.

Figura 11: Fractais da natureza

r

T
,
Olque é fractal?
O teffno fractal refere-se ao adjetivo fractus, cujo verbo frangere, em latim, significa quebrar. Um

fractal é uma forma geométrica que tem duas caracteristicas essenciais:

Complexidade infinita Autossimilaridade
Os fractais caracterizam-se por repetir, Quando ampliamos uma pequena parte de um
indefinidamente, um determinado padrao com S fractal, ela se parece com o todo. Assim, os fractais
ligeiras variagbes. tém copias aproximadas de si em seu interior.

PASIEKASPLAATINSTOCK

SN Ty €T U L 3
Detalhe de uma variedade de couve-flor. Cada pequena parte da folha da Floco de neve.
samambaila se parece com a folha inteira.

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 224-225).

Assim, em seguida a abordagem dos fractais na natureza, os autores exploram 3 fractais
geométricos desenvolvidos por Georg Cantor, Waclaw Sierpinski e Helge Von Koch, sendo
estes respectivamente os fractais conhecidos como a Poeria de Cantor, o Triangulo de Sierpinski
e 0 Floco de neve de Koch. Sobre eles, os autores comentam brevemente a respeito do padrdo

figural de construcéo.
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Figura 12: Fractais geométricos

LR ETN LI UTLEY  Vejamos alguns exemplos de fractais geométricos:

Poeira de Cantor

O russo Georg Cantor (1845-1918)
criou um tipo simples de fractal obtido
pela divisao de um segmento em trés
partes de mesma medida e supressao
da parte central. Repetindo-se o
processo indefinidamente, chegamos
a uma sucessao de pontos, conhecida
como poeira de Cantor. Observe, na

Triangulo de Sierpinski
Criado pelo polonés Waclaw Sierpinski
(1882-1969), esse fractal é resultante
da remogao sucessiva do triangulo
equilatero do centro quando se divide
um tridngulo equildtero em quatro
triangulos congruentes. Observe, na
figura seguinte, as trés primeiras
repeti¢oes desse processo:

Floco de neve de Koch
Proposto pelo sueco Helge Von Koch
(1870-1924), esse fractal é obtido a
partir de um triangulo equilatero:
divide-se cada lado do triangulo em
trés partes iguais. Na parte do centro
(meio), acrescenta-se um novo
triangulo equilatero, cujo lado mede a
terca parte da medida do lado do

figura seguinte, as cinco primeiras
repeti¢oes desse processo:

triangulo anterior e assim sucessiva-
8 mente, como mostra a figura sequinte: S

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 224-225).

Algumas das aplicacbes sdo comentadas nessa Parte Curso, exibindo certas &reas do
conhecimento que adotam os fractais como um de seus recursos. Dando énfase a area de Arte,
guando os computadores sdo alimentados por processos iterativos, em que criam magnificos
desenhos abstratos, permite, assim, uma visualizacao de belas imagens. Sobre o termo iteragéo,
os autores fazem um breve comentério a par das curiosidades abordadas, por se tratar de um
termo importante proferido dentro da Geometria dos Fractais.

Além destas explorac6es para findar o contato com a Geometria dos Fractais nesse livro,

0s autores apresenta algumas ilustracdes sobre fractais construidos computacionalmente.

65



Figura 13: Fractais de Mandelbrot

Segundo Mandelbrot, o floco de neve de Koch é“um modelo grosseiro, mas vigoroso de

uma linha costeira”.

AGeometria dos fractais tem aplicagdes importantes na Fisica, Biologia e Medicina, entre
outras areas do conhecimento. Uma notavel aplicagio visual dos fractais é na Arte: quando
05 computadores s3o alimentados por processos iterativos, criam magnificos desenhos
abstratos, permitindo a Visualizacao de belas imagens. Vejamos algumas delas:

e ,,Mmmmmrm"‘“

Fractal de Mandelbrot

Fontes de pesauisa ¢°"w:w de Mandelbrot.
' ) Ica. n. 57, 2005.; Fractars:
Acesso em: 10 mar, 2016,
23 Acesso em: 10 mar 2016

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 224-225).

Todas as informacGes concebidas nessa Parte do livro foram retiradas, segundo os
autores, de duas matérias publicadas na Revista do professor de Matematica, com os titulos
Fractais no Ensino Médio e O Quadrado de Koch, acessadas pelos autores de forma online no
ano de 2016. Percebemos que, diferente da maioria das informagdes concedidas nesse livro,

essa secao, em especial, ndo foi produzida partindo somente dos conhecimentos dos autores,
mas com um apoio referencial sobre o tema.

Atividades Resolvidas

Ao analisar o LD1.1, o LD1.2 e o LD1.4, ndao nos foi possivel realizar a OM das
Atividades Resolvidas, uma vez que, nestes livros, elas ndo se fizeram presentes. O mesmo,
infelizmente, ocorreu com todos os volumes de livros didaticos analisados, destinados ao ensino
do Segundo e Terceiro Anos do Ensino Médio.

No que diz respeito as Atividades Resolvidas que o LD1.3 propde, encontramos, no
capitulo de Sequéncias e Progressdes, na parte destinada ao ensino de progressdo geométrica,
a secdo Atividades Resolvidas, em que hd uma Tarefa referente ao Tapete de Sierpinski,

contemplando o conteddo da Geometria dos Fractais.

O enunciado dessa Tarefa exibe 4 iteracbes do fractal mencionado, como podemos
observar na figura 15.
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Figura 14: Atividade Resolvida

R18.Considere um quadrado dividido em nove quadra-
dos congruentes, em que se retira o quadrado
central. Nos oito quadrados restantes esse mes-
mo processo é realizado, e assim sucessivamente,
O resultado obtido é conhecido como Tapete de

Sierpinski.
1iteracao 2 iteragdes

ASC Imagens

llustragdes: Rafael Lufs Gaion/

3 iteragbes

4 iteragoes

Fonte: Chavante e Prestes (2016, p. 198).

Apos as ilustracbes descritas pelos autores, eles apresentam duas perguntas que
envolvem o fractal mencionado. A primeira delas faz mencao a soma dos quadrados retirados
nas quatro iteracdes ilustradas no enunciado, e a segunda instiga o aluno a pensar sobre a
construcdo de uma lei de formagéo relacionada a este fractal em formacao.

Apresentamos, na sequéncia, as perguntas, as resolugdes e os quadros que contemplam
a OM dessa proposta.

Figura 15: Atividade Resolvida item a

a) Determine a quantidade de quadrados retira-
dos nas quatro primeiras iteragdes.

a) Utilizando o que foi dado, temos a seguinte

relagao:
Iteragdes Quadrados retirados
1 !1’_"”,“
2 8:1=8
3 8-8=064

Fonte: Chavante e Prestes (2016, p. 198).
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Com base na resolugdo apresentada pelos autores, realizamos a andlise praxeolégica e

exibimos, na sequéncia, seu quadro.

Quadro 6: Tipo de Tarefa 2
TIPO DE TAREFA T2: Determinar a quantidade de
subfiguras® da sequéncia a depender do
nivel desejado do fractal e vice-versa.
TECNICA t2a: ldentificar o padréo figural.
12Db: Escrever  numericamente a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2c: ldentificar a progressdo geomeétrica
do fractal.
12d: Escrever a expressdo numérica que
corresponde ao padrdo de iteracdo do

fractal.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.

TEORIA ©2: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.

Com relacgdo ao item b dessa Tarefa, temos:

Figura 16: Atividade Resolvida item b

b) Escreva a lei de formagao de uma funco do
tipo exponencial que esteja relacionada com
sequéncia formada pela quantidade de
quadrados retirados a cada iteracao.

tidos
b) Observe que a sequéncia de valores ob

i PG,
no item a, (1,8,64,512), constitul uma
quea,=leq=38. .
Assim, para determinar a quan_tl
drados retirados ap6s n iteragoes
zar o termo geral da PG: g

X n-1 =
a,=a,q 1=:~an-—-1-8 =0, i
- 3000
Portanto, a lei de formagao ?ia fur;; m es?
exponencial que esta relaciond

sequéncia é f(x) = g

Fonte: Chavante e Prestes (2016, p. 198).

Observamos que este item solicita, aos alunos, a construgdo algébrica para a lei de

formacéo desse fractal, a qual contempla a quantidade de quadrados retirados a cada iteragéo,

5 Adotamos a palavra subfigura como correspondente a uma parte do todo.
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caracterizando-se como funcdo exponencial. Desta forma, apresentamos, na sequéncia, 0

quadro que contempla nossa analise.

Quadro 7: Tipo de Tarefa 3
TIPO DE TAREFA | T3: Determinar a generalizacao algébrica
que indica a quantidade de subfiguras em
um nivel aleatério do fractal.
TECNICA t3a: ldentificar o padréo figural do fractal.
t3b: Escrever numericamente a quantidade
de quadrados em cada nivel.
t3c: Identificar uma relagdo numérica entre
a quantidade de quadrados e 0s niveis.
t3d: Escrever algebricamente a funcéo que
corresponde ao padrdo de iteracdo do

fractal.

TECNOLOGIA 03: Compreensdo de complexidade infinita
do fractal.

TEORIA ©3: Geometrias e Funcoes.

Fonte: A Autora.

Portanto, no que diz respeito as Atividades Resolvidas do LD1.3, encontramos uma
proposta que contemplou dois tipos de tarefas diferentes, que se respaldaram nos contetdos
relacionados as Geometrias e as Funcdes. Ambas as tarefas encontraram-se em um capitulo
dissociado de Geometria, 0 que poderia ser 0 mais convencional, visto que a Geometria Fractal
é érea dentro do grande tema Geometrias. As tarefas encontradas nesse livro exploraram
aspectos relacionados a lei de formacdo do Fractal estudado. Embora elas estejam contidas em
uma Unica Atividade Resolvida, ela apresentou 2 Tipos de Tarefas diferentes, proporcionando
uma breve explanacdo do fractal em questdo e de sua articulagdo com a Matematica; neste
contexto, relacionadas especificamente ao contetdo de Sequéncias e Progressdes.

Atividades Propostas

A parte destinada as Atividades Propostas foi encontrada em 3 livros didaticos do
Primeiro Ano, dentre os 4 analisados, sendo estes os LD1.1, LD1.2 e LD1.3. O LD1.4 néo
apresentou Atividades Propostas sobre o conteldo Geometria dos Fractais.

Com relacdo aos livros didaticos do Segundo e Terceiro Anos do Ensino Médio, nada
podemos declarar, uma vez que essas instituicdes ndo abordaram Atividade Proposta a respeito

do conteudo objeto de nosso estudo.
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Com relacdo ao LD1.1, ele apresenta, no capitulo destinado ao ensino de Funcao
Exponencial, uma Tarefa referente a sequéncia de figuras, apresentando 3 niveis da composi¢do
de um fractal, conforme a figura a seguir.

Figura 17: Atividade Proposta 1

A sequéncia de figuras apresenta varios niveis na
composigéo de um fractal.

L
o

llustragdes: Acervo da editora

I__i_'
&l

nivel 1 nivel 2 nivel 3

Fonte: Souza e Garcia (2016, p.151).

Por meio do enunciado, os autores propdem trés indagacdes aos alunos, que fazem

mencao ao pensamento figural e algébrico desse fractal. Sobre o item a, apresentamos a figura
19.

Figura 18: Atividade Proposta 1 item a

a) Utilizando malha quadriculada, construa a fi-

gura correspondente ao proximo nivel dessa
sequéncia.

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 151).

Ao realizar a OM desta Tarefa, observamos que ela se enquadra no Tipo de Tarefa:
Construir a figura correspondente ao proximo nivel de uma sequéncia. Através das analises
realizadas no livro do professor, observamos que a técnica mobilizada nesse momento diz
respeito a manipular ostensivos; neste caso, 0s autores indicam, no enunciado da tarefa, utilizar
a malha quadriculada para a constru¢cdo do nivel desejado do respectivo fractal. Assim,
construimos o Quadro 8, com relacéo a essa Tarefa 4.

Quadro 8: Tipo de Tarefa 4
TIPO DE TAREFA T4: Construir a figura correspondente ao
proximo nivel de uma sequéncia.
TECNICA t4a: ldentificar o padréo figural do fractal.
t4b:  Manipular ostensivos - malha
quadriculada — buscando pela construcdo do
nivel desejado.
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TECNOLOGIA 04: Compreensdo da autossemelhanca do
fractal.
TEORIA 04: Geometrias.

Fonte: A Autora.

Com relagdo a Tarefa item b, que se refere ao conhecimento sobre a lei de formacao

algébrica do fractal, os autores apresentam trés alternativas de resposta ao aluno:

Figura 19: Atividade Proposta 1 item b

b) Qual fungao expressa o nimero y de quadra-
dinhos existentes na figura de nivel x dessa
sequéncia?
. y - 5x+1

’Tyzsx ‘.y=5"-|

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 151).

Desta forma, observamos que a questdo norteadora desta Tarefa inquire o aluno na busca

pela generalizacdo algébrica, que indica a quantidade de subfiguras em um determinado nivel,

e deste modo, corresponde ao Tipo de Tarefa 3. No entanto, 0 passo a passo para realizar essa

Tarefa, assim como as teorias mobilizadas séo diferentes dos elencados para o Tipo de Tarefa

3 apresentado anteriormente, e por esse motivo designamos 0 t3d* e ©3*.

Quadro 9: Tipo de Tarefa 3

TIPO DE TAREFA

T3: Determinar a generalizacdo algébrica
que indica a quantidade de subfiguras em
um nivel aleatorio do fractal.

TECNICA

t3a: Identificar o padrdo figural do fractal.
t3b: Escrever numericamente a quantidade
de quadrados em cada nivel.

t3c: Identificar uma relagcdo numeérica entre
a quantidade de quadrados e 0s niveis
t3d*: Identificar a lei de formacé&o algébrica
do fractal.

t3d: Escrever algebricamente a funcéo que
corresponde ao padrdo de iteragdo do
fractal.

TECNOLOGIA

03: Compreensdo de complexidade infinita
do fractal.

TEORIA

®3*: Geometrias e Nimeros e Algebra.

Fonte: A Autora.

Para findar essa atividade, € sugerida ao aluno a utilizagéo da funcéo, a qual corresponde

ao padréo de iteracdo do fractal disposto anteriormente, usando substituicéo.
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Figura 20: Atividade Proposta 1 item ¢

c) Em qual nivel da sequéncia o nimero de qua-
dradinhos da figura sera:

© 31257 e 781257

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 151).

Podemos observar que esse Tipo de Tarefa tem proximidade ao Tipo de Tarefa 2,
apresentado anteriormente, mas a outra Tarefa diz respeito a quantidade de subfiguras da
sequéncia, dependendo do nivel desejado, e neste caso, 0 aluno deve determinar o nivel
desejado da sequéncia partindo da quantidade de subfiguras. Assim, construimos nossa OM

para o Tipo de Tarefa 2.

Quadro 10: Tipo de Tarefa 2
TIPO DE TAREFA T2: Determinar a quantidade de
subfiguras da sequéncia a depender do
nivel desejado do fractal e vice-versa.
TECNICA 12a: Identificar o padréo figural.
2b:  Escrever numericamente a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2c*: ldentificar a lei de formacéo
algébrica.
12d*: Substituir o nimero da quantidade
de subfiguras na lei de formacao
algébrica.
t2¢*: Verificar a partir do resultado a
que nivel pertence o objeto desejado.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.
TEORIA ®2*: Geometrias e Nimeros e Algebra.

Fonte: A Autora.

Nas Atividades propostas aos alunos, referentes ao estudo de Progressdo Geométrica,
encontramos 4 atividades que possuem propriedades fractal; entretanto, 3 delas ndo citam este
termo em seu enunciado, deixando a sua ideia implicita.

A préxima Tarefa corresponde a uma sequéncia de pontos, em que 0s autores

apresentam 3 de suas iterag0es, conforme a imagem a seguir

Figura 21: Atividade Proposta 2
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99. Débora desenhou uma sequéncia de pontos con- |
forme a imagem:

18 2 3
° o o o o
° ™ ™
° °
L ] !
® i
° 4 s
® B
k]
] [ H
° g

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 224).

A partir disso, sdo propostas ao aluno duas perguntas que norteiam essa sequéncia,
partindo dos fundamentos da progressdo geométrica. A primeira delas sugere ao aluno pensar
sobre a continuidade dessa sequéncia, determinando a quantidade de pontos referente a 52
figura.

Figura 22: Atividade Proposta 2 item a

a) Determine a quantidade de pontos da 52 figu-
ra da sequéncia.

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 224).

Esta Tarefa instiga 0 aluno a buscar pela escrita da expressdo numérica que corresponde
ao padrdo de iteracdo do fractal, partindo da identificacdo do padrdo figural, bem como a

identificacdo da progressdo geométrica desse fractal. Assim, construimos nosso quadro.

Quadro 11: Tipo de Tarefa 2
TIPO DE TAREFA T2: Determinar a quantidade de subfiguras
da sequéncia a depender do nivel desejado
do fractal e vice-versa.
TECNICA 12a: ldentificar o padréo figural.
2b:  Escrever  numericamente  a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2c: ldentificar a progressdo geomeétrica
do fractal.
t2d: Escrever a expressdo numérica que
corresponde ao padrdo de iteracdo do

fractal.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.

TEORIA 02: Geometrias e Funcoes.

Fonte: A Autora.
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Com relacdo a pergunta 2 desta Atividade, os autores sugerem, além da identificacdo do
padrdo figural ja utilizada no item anterior, também a soma dos termos de uma PG. Vejamos:

Figura 23: Atividade Proposta 2 item b

b) Quantos pontos Débora terd desenhado ao
concluir a 52 figura da sequéncia?

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 224).

No que diz respeito a esta Tarefa, 0s autores esperam que o0 aluno utilize as propriedades
da progressdo geométrica finita, manipulando a soma de seus termos para desenvolver sua
resposta. Ainda que esta Tarefa apresente alguma semelhanca com a anterior, 0 que as
diferencia € a utilizacdo da soma de todos os termos dessa sequéncia finita. Logo, temos o
seguinte quarteto e o designamos por T2, e a técnica mobilizada nesta Tarefa é diferente da

anterior.

Quadro 12: Tipo de Tarefa 2
TIPO DE TAREFA T2: Determinar a quantidade de subfiguras
da sequéncia a depender do nivel desejado
do fractal e vice-versa.
TECNICA t2a: ldentificacdo do padréo figural.
2b:  Escrever  numericamente  a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2c.  Identificacdo da  progressao
geométrica do fractal.
t2d**: Escrever algebricamente a fungédo
que corresponde a soma dos termos de
uma progressdo geomeétrica e substituir
pela etapa desejada.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.
TEORIA 02: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.

A proxima Tarefa, em sequéncia ao contetdo de progressao geométrica do LD 1.1,
utiliza, além dos conceitos desse tema, também conhecimentos relacionados a grandezas e
medidas. Tal fato foi observado porque, em seu enunciado, os autores exibem as figuras de uma
sequéncia e pedem que o aluno considere, além das 3 figuras apresentadas, mais 2,
completando, assim, uma sequéncia finita de 5 termos. Diante disso, questionam o aluno sobre
a area em amarelo e em azul, que séo as cores que compdem as iteracdes desses fractais, como

podemos observar através da figura.
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Figura 24: Atividade Proposta 3

1a

103. As figuras da sequéncia sao formadas D?r qua-
drados. Considerando as 5 primeiras figuras,
determine a soma das areas em:

a) amarelo b) azul

Acervo da editora

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 224).

A respeito desta Tarefa, ao analisarmos o LD do professor, verificamos que as técnicas

mobilizadas pelos autores sugerem ao aluno, partindo da identificacdo do padréo figural, bem

como da progressdo geométrica, escrever algebricamente a fungdo que corresponde ao padrao

de iteracdo do fractal e substituir pela etapa desejada. Assim, buscam determinar as areas das

subfiguras e soma-las. Diante disso, apresentamos nosso proximo quadro com o Tipo de

Tarefal.

Quadro 13: Tipo de Tarefa 1

TIPO DE TAREFA

T1: Determinar a medida de uma grandeza a
partir da iteragdo de um fractal.

TECNICA

tla*: Identificacdo do padrdo figural do
fractal.

t1b**: Identificar uma relacdo numérica entre
a quantidade de quadrados e os niveis.

tlc*: Escrever algebricamente a funcdo que
corresponde ao padréo de iteracdo do fractal.
t1d*: Subtituir pelas etapas desejadas.

tle: Determinar as éareas das subfiguras

desejadas.
t1f: Somar as areas das subfiguras do fractal.

TECNOLOGIA

05: Compreensédo de complexidade infinita do
fractal.

TEORIA

05: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.

Dando sequéncia as atividades correspondentes ao assunto de Progressdo Geométrica,

a Tarefa explorada em seguida envolve o conteudo de Geometria dos Fractais, implicitamente,
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pois como podemos observar, seu enunciado ndo faz mencéo a termos fractais. Essa atividade,
assim como a anterior analisada, além de contemplar conhecimentos de progressdo geométrica,

explora conceitos de area.

Figura 25: Atividade Proposta 4

T12. Na sequéncia a seguir, o lado de cada quadrado
maior mede 1u.

1a

3i

b
Acervoda |
editora

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 224).

As 2 questbes norteadoras desta atividade envolvem conceitos de area, mas o item a
explora a area de 2 niveis especificos desse fractal, enquanto o item b estuda a area da sequéncia

infinita desse fractal. Ao analisarmos o primeiro item, observamos gque ele menciona:

Figura 26: Atividade Proposta 4 item a

a) Qual é a area em vermelho na 22 figura dessa
sequéncia? E na 42 figura?

Fonte: Souza e Garcia (2016, p.224).

Concluimos, sobre sua OM, que seu Tipo de Tarefa é semelhante ao T1 anterior, o qual
explora a técnica em que o aluno, para determinar a area do objeto fractal correspondente ao
nivel solicitado, € solicitado, primeiramente, identificar o padrdo figural e a relacdo numérica
entre a quantidade de quadrados e 0s niveis, para, apds, escrever algebricamente a funcéo que
corresponde ao padrdo de iteracdo do fractal mencionado, e em seguida, substituir, na funcéo,
o nivel solicitado nesta Tarefa para, assim, ter propriedades de suas areas e soma-las, conforme

o solicitado.

Quadro 14: Tipo de Tarefa 1
TIPO DE TAREFA | T1: Determinar a medida de uma grandeza a
partir da iteragdo de um fractal.
TECNICA tla*: ldentificacdo do padrdo figural do
fractal.
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t1b**: Identificar uma relagdo numérica entre
a quantidade de quadrados e os niveis.

tlc*: Escrever algebricamente a funcdo que
corresponde ao padréo de iteracdo do fractal.
t1d*: Subtituir pelas etapas desejadas.

tle: Determinar as é&reas das subfiguras
desejadas.

t1f: Somar as &reas das subfiguras do fractal.
TECNOLOGIA 01: Compreensdo de complexidade infinita do
fractal.

TEORIA ©1: Geometrias e Funcdes.
Fonte: A Autora.

A respeito do item b temos:

Figura 27: Atividade Proposta 4 item b

b) Sabendo que essa sequéncia ¢ infinita, calcu-
le a soma da area em vermelho.

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 224).

Percebemos que, por se tratar de uma sequéncia infinita, o aluno ndo podera utilizar as
técnicas semelhantes 8 OM mencionada anteriormente. Para buscar pela resposta deste item,
ele devera usar o conhecimento de limite. Sendo assim, nosso Quadro 13 corresponde ao Tipo

de Tarefa 1, ampliando sua técnica.

Quadro 15: Tipo de Tarefa 1
TIPO DE TAREFA | T1: Determinar a medida de uma grandeza a
partir da iteragdo de um fractal.
TECNICA tla*: Identificacdo do padrdo figural do
fractal.
t1b**: Identificar uma relacdo numérica entre
a quantidade de quadrados e os niveis.
tlc*: Escrever algebricamente a fungdo que
corresponde ao padréo de iteracdo do fractal.
t1d**: Aplicar limite.
TECNOLOGIA 01: Compreensdo de complexidade infinita do
fractal.

TEORIA 0©1: Geometrias e Funcdes.
Fonte: A Autora.

O primeiro contato com o termo fractal aparece na primeira atividade explorada desse

livro; ap0ds, encontramos 3 Tarefas que se apropriam dos conceitos fractais, mas ndo mencionam
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ser objetos fractais. Portanto, somente na Gltima atividade ocorre uma breve explicacdo sobre

o termo Fractal, que ocorre em seu enunciado.

Figura 28: Atividade Proposta 5

| 129. (Enem-MEC) Fractal (do latim fractus, fragao,
Quebrado) - objeto que pode ser dividido em
partes que possuem semelhanga com o objeto
inicial. A geometria fractal, criada no século XX,
estuda as propriedades e o comportamento dos
fractais - objetos geométricos formados por
repeticbes de padrdes similares.

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 229).

Em seguida, os autores fazem mencdo a exploracdo do triangulo de Sierpinski,
comentando sobre os procedimentos de sua construcdo, e apresentando 3 figuras compativeis

com os 3 primeiros niveis deste fractal. Como podemos observar:

Figura 29: Atividade Proposta 5 - parte 2

O triangulo de Sierpinski, uma das formas ele-
mentares da geometria fractal, pode ser obtido
por meio dos seguintes passos:

1. comece com um triangulo equilétero (figura 1);

2. construa um tridngulo em que cada lado tenha
a metade do tamanho do lado do tridngulo an-
terior e faga trés copias;

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 229).

Posteriormente os autores propdem, embasados no triangulo de Sierpisnki, a Tarefa em

que o aluno busque determinar qual figura pertence ao nivel 4 deste fractal. Sdo disponibilizadas

5 alternativas, vejamos:

Figura 30: Atividade Proposta 5 - alternativas
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De acordo com o procedimento descrito, a figu-
ra 4 da sequéncia apresentada acima é:c

a) oy

Fonte: Souza e Garcia (2016, p. 229).

Ao analisar esta Tarefa, determinamos a OM com o Tipo de Tarefa 4, em que a técnica
mobilizada para a realizacdo da Tarefa, perante nossa observacdo do desenvolvimento da
resolucéo presente no livro do professor, refere-se a manipular ostensivos, neste caso o papel,

buscando pela construcdo do nivel desejado.

Quadro 16: Tipo de Tarefa 4
TIPO DE TAREFA T4: Construir a figura correspondente ao
proximo nivel de uma sequéncia.
TECNICA t4a: Identificar o padrédo figural do fractal.
t4b:  Manipular ostensivos - malha
quadriculada — buscando pela construcao do
nivel desejado.

TECNOLOGIA 04: Compreensdo da autossemelhanca do
fractal.
TEORIA 04: Geometrias.

Fonte: A Autora.

Isto posto, observamos que o LD1.1 contemplou 5 atividades que envolveram o
contetdo da Geometria dos Fractais, havendo uma variagdo de 7 Tipos de Tarefas identificadas
nessas atividades, todas encontrados na parte destinada ao ensino de Progressdo Geométrica.
Por mais que os fractais, nesta instituicdo, tenham sido explorados por intermédio de outro
conteddo de matematica, acreditamos que o0s autores explicitaram, de forma sucinta, os
conhecimentos dessa teoria ao aluno, sendo todos os contatos por meio de atividades, ndo
dedicando um momento exclusivo para a exploracéo da teoria.

O fractal Triangulo de Sierpinski foi utilizado na Atividade Proposta 5 do LD1.1,
também na Atividade Proposta do LD1.2, a qual exploraremos na sequéncia.
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Ao analisarmos o LD 1.2, identificamos a presenca de apenas uma atividade que
contemplasse o conteido da Geometria dos Fractais, em toda a obra. Essa atividade apresenta-
se ao final dos capitulos, em uma secdo destinada a questbes voltadas aos vestibulares das
regides brasileiras e ao Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Inicialmente, a atividade retrata alguns recortes de uma matéria retirada da Revista do
Professor de Matematica, publicada em 2005 pela Sociedade Brasileira de Matematica, com o
tema Fractais no Ensino Médio. Em seu enunciado, o autor exibe uma breve introducdo dos
aspectos gerais de um fractal, usando como exemplo o Triangulo de Sierpinski, explorando sua
construgéo.

Logo ap6s comentar sobre a construcdo desse fractal, sdo apresentadas trés figuras

ilustrando o Triangulo de Sierpinski, como podemos observar na figura 32.

Figura 31: Atividade Proposta 6

ZPensando no Enem

1.Leiaotextoa seguir e observe as ilustragGes.

“[..] Um fractal é uma figura que pode ser que-
brada em pequenos pedacos, sendo cada um desses
pedacos uma reprodugao do todo. Nao podemos ver
um fractal porque é uma figura limite, mas as etapas
de sua construcdo podem dar uma ideia da figura
toda. Seu nome se deve ao fato de que a dimensao
de um fractal ndo é um nimero inteiro.

[..] Comegando com um triangulo retangulo de
catetos de comprimento L e dividindo seus lados ao
meio, obtemos quatro triangulos congruentes que
s30 semelhantes ao original, com razao de semelhan-
caiguala >

Retirando o interior do tridngulo central e repe-
tindo sucessivamente 0 processo nos triangulos res-
tantes, obtemos como limite um fractal chamado

triangulo de Sierpinski.”

Fonte: SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA. Fractais no Ensino Médio.
Revista do Professor de Matemiitica, n. 57. 2° quadrimestre de 2005. p.1-8.

Banco de imagens/
Arquivo da editors

Fonte: Dante (2016, p. 261).

Dando continuidade a esta atividade, o autor apresenta, em forma de tabela, as iteragdes
desse fractal e quantos tridngulos equivaleram a cada nivel, exibindo, assim, a funcdo que
expressa o total de tridngulos a cada nova etapa. Posteriormente, ilustra algumas iteracdes do
Triangulo de Sierpinski.
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Figura 32: Atividade Proposta 6 - parte 2

Esse procedimento é uma descricao da construcao
iterativa do fractal denominado Tridngulo de Sier-
pinski partindo de um tridngulo retangulo, mas pode-
mos partir de um triangulo equildtero (como abaixo).
Iteracao 0 1 2 3 n
Nimerode
2 1 3 3¢ | 8 3"
triangulos
%
:
g Iteragao O Iteracao1 Iteracdo 2
8
& gﬁézﬁz Mﬁ 5
’?m
Iteragao 3 Iteracao 4 Iteragao 5

Fonte: Dante (2016, p. 261).

A Tarefa que engloba os fatos apresentados anteriormente é estruturada em 5
alternativas, solicitando ao aluno que aponte apenas a alternativa correta. As opg¢des envolvem
conhecimentos sobre a complexidade infinita e a dimens&o fractal, assim como a sequéncia

formada pelas areas totais de cada figura a cada iteracdo, e a area de cada triangulo. Vejamos a

figura 34.

Figura 33: Atividade Proposta 6 - Tarefas

A afirmagao correta é:

a) O namero de triangulos cresce linearmente a cada
iteracao.

b) Asequéncia formada pelas areas totais de cada figu-
ra a cada iteracao € uma progressao geométrica de

. 3
razao —.
4

¢) Asequéncia formada pelas areas de cada triangulo,

a cada iteragdo, € uma progressao geométrica de

razao —.
4.
d) Asequénciaformada pelo nimero de tridngulos a cada

iteracao é uma progressao aritmética de razao 3.
€) A drea de cada triangulo tende a infinito.

Fonte: Dante (2016, p. 261).
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Analisando somente as atividades e o conjunto em que elas se apresentam, nao €
possivel pensar em suas OM, pois elas ndo se encontram em um conteddo especifico, mas
apenas ao final dos capitulos, em um conjunto de atividades diversificadas sobre vestibular e
ENEM. Porém, ao analisar as respostas presentes no livro do professor, foi possivel realizar a
OM dessas Tarefas.

Com relacgéo as conclusdes de cada item, temos:

Figura 34: Respostas Atividade Proposta 6

Pensando no Enem
3s alternativas

riangulos cresce exponencialmente a cada

€ a formada pe numero de triangulos, a cada itera
30, € uma progressao geomeétrica de razao 3. (F
de cada triangulo tende a zero. (F

Iteracao o 1 2 3 n

Numero de
triangulos
Area de
cada A <Al [ A (|| A (—| A
triangulo ) ) ) )

Area total A - A — Al a =) A

Resposta alternativa b

Fonte: Dante, (2016, p. 306).

Observamos que, a cada item, o Tipo de Tarefa pode variar. Assim, para resolver essa
Tarefa, 0 aluno mobilizard mais do que uma técnica.

Com relacdo a alternativa a,0 Tipo de Tarefa que identificamos faz mencgdo a
Determinar a generalizacdo algébrica que indica a quantidade de subfiguras em um nivel

aleatdrio do fractal. Assim, nossa OM para esta Tarefa é referente ao T3.

Quadro 17: Tipo de Tarefa 3
TIPO DE TAREFA | T3: Determinar a generalizacdo algébrica
que indica a quantidade de subfiguras em
um nivel aleatorio do fractal.
TECNICA t3a: ldentificar o padréo figural do fractal.
t3b: Escrever numericamente a quantidade
de quadrados em cada nivel.
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t3c¢: Identificar uma relacdo numérica entre
a quantidade de quadrados e os niveis.

13d: Escrever algebricamente a funcéo que
corresponde ao padrédo de iteracdo do
fractal.

TECNOLOGIA 03: Compreensdo de complexidade infinita
do fractal.
TEORIA ©3: Geometrias e Funcoes.

Fonte: A Autora.

Os itens b e c utilizam conhecimentos sobre as areas totais e pertencentes a cada iteracao.

Ambos mobilizam o Tipo de Tarefa 1, mas o que os diferencia é que, no momento da construgédo

algébrica da funcdo que corresponde ao padrdo de iteracdo do fractal, uma ira se referir a area

total, ao passo que a seguinte tangera a area de cada triangulo.

Sobre o quadro da OM dos itens b e ¢, apresentamos:

Quadro 18: Tipo de Tarefa 1

TIPO DE TAREFA

T1: Determinar a medida de uma grandeza a
partir da iteragdo de um fractal.

TECNICA

tla*: ldentificacdo do padrdao figural do
fractal.

t1b**: Identificar uma relagdo numérica entre
a quantidade de quadrados e os niveis.

tlc*: Escrever algebricamente a funcdo que
corresponde ao padréo de iteracdo do fractal.
t1d*: Subtituir pelas etapas desejadas.

tle: Determinar as éareas das subfiguras
desejadas.

t1f: Somar as areas das subfiguras do fractal.

TECNOLOGIA

01: Compreensdo de complexidade infinita do
fractal.

TEORIA

©1: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.

Ao investigar a Tarefa do item d, identificamos que ela solicita ao aluno pensar sobre a

expressao numerica que corresponde ao padrao de iteragdo do fractal. Logo, constituimos nossa

OM referente ao Tipo de Tarefa 2 do seguinte modo.

Quadro 19: Tipo de Tarefa 2

TIPO DE TAREFA

T2: Determinar a quantidade de subfiguras
da sequéncia a depender do nivel desejado
do fractal e vice-versa.

TECNICA

t2a: Identificar o padréo figural.
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2b:  Escrever  numericamente  a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2¢: ldentificar a progressdo geométrica
do fractal.

t2d: Escrever a expressdo numérica que
corresponde ao padrdo de iteracdo do

fractal.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.

TEORIA ©2: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.

Para findarmos as OM desta atividade, compreendemos que o autor sugere ao aluno
escrever a funcdo que corresponde ao padrdo de iteracdo do fractal para determinar se o item e
é verdadeiro ou falso. Logo, tragando essa funcgéo, ele podera indicar se a area de cada tridngulo
tende ao infinito ou ndo. Assim, nossa OM deste item pertence a T1.

Quadro 20: Tipo de Tarefa 1
TIPO DE TAREFA | T1: Determinar a medida de uma grandeza a
partir da iteracdo de um fractal.
TECNICA tla*: Identificar o padrdo figural do fractal.
t1b**: Identificar uma relagdo numérica entre
a quantidade de quadrados e os niveis.
tlc*: Escrever algebricamente a funcdo que
corresponde ao padréo de iteracdo do fractal.
t1d*: Subtituir pelas etapas desejadas.
tle: Determinar as éareas das subfiguras
desejadas.
t1f: Somar as areas das subfiguras do fractal.
TECNOLOGIA 01: Compreensdo de complexidade infinita do
fractal.

TEORIA ©1: Geometrias e Funcdes.
Fonte: A Autora.

Diante do desenvolvimento desses itens, o aluno chegara a afirmacao desta atividade
apontando a alternativa correta. Ressaltamos que estas Tarefas englobaram, em uma Unica
atividade, 3 organizacbes matematicas diferentes, explorando diferentes técnicas, e
conhecimentos fractais de Geometrias e Funcgoes.

Assim constatamos, durante a leitura do LD1.2, apenas 1 atividade que explorou os
conhecimentos fractais, sendo apresentada na sec¢do destinada a questdes de vestibulares e
ENEM, contemplada ao final dos capitulos dessa instituicdo. Por se tratar de 1 atividade,

identificamos a variacdo de 3 Tipos de Tarefas presentes, o que nos ofereceu subsidios para
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considerar escasso 0 contato e a exploragdo da teoria em questdo, uma vez que as secoes

destinadas a vestibulares podem néo ser exploradas durante as aulas, eximindo os alunos do

contato com a Geometria dos Fractais nessa instituicao.

O LD1.3 propGe o primeiro contato com a Geometria dos Fractais em uma Atividade

Proposta presente no capitulo 8 do livro, referente ao ensino de Sequéncias e Progressées. O

enunciado da Tarefa apresenta brevemente aspectos gerais da Geometria dos Fractais, como o

significado do termo fractais, seu precursor e alguns avangos desta teoria, e aponta exemplos

naturais e computacionais de objetos fractais. Traz uma figura de um exemplo computacional,

e logo em seguida apresenta o Triangulo de Sierpinski e seu criador, expondo, na sequéncia,

trés iteracdes deste objeto fractal. Logo ap0s sdo sugeridas duas Tarefas relacionadas ao fractal

apresentado, como podemos observar na figura a seguir.

Figura 35: Atividade Proposta 7

Qutro matematico com
sonvolvumento da Geom
lonés waclaw
conhecido © Tri
século XX, uma
metria fractal Observe

angulo de Sierpinski

grande influéncia no de-
etria Fractal foi o po

neki (1882-1969), que tornou
s no inicio do

i 0
das formas elementares da geo- b) Qual das sentengas a seguir p

Baseando-

5 a 43 figura?
a) Quantos triangulos pretos tera a 4*fig

quantidade de tridngulos pr
ocupam a n-ésima posigao?

*a, =3n

se nas informagoes acima, resolva:

de expressar a
etos da figura, Qué

Fonte: Chavente e Prestes (2016, p. 175).

Em relacdo ao item a, o quadro a seguir contempla sua OM.

Quadro 21: Tipo de Tarefa 2

TIPO DE TAREFA T2: Determinar a quantidade de subfiguras
da sequéncia a depender do nivel desejado
do fractal e vice-versa.

TECNICA t2a: ldentificar o padréo figural.
t2b:  Escrever  numericamente  a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2¢: ldentificar a progressdo geomeétrica
do fractal.
t2d: Escrever a expressao numérica que
corresponde ao padrdo de iteragdo do
fractal.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.

TEORIA 02: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.
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O quadro apresentado em seguida trata da OM referente ao item b da Tarefa supracitada.

Quadro 22: Tipo de Tarefa 3
TIPO DE TAREFA | T3: Determinar a generalizagdo algébrica
que indica a quantidade de subfiguras em
um nivel aleatério do fractal.
TECNICA t3a: ldentificar o padréo figural do fractal.
t3b: Escrever numericamente a quantidade
de quadrados em cada nivel.
t3c: Identificar uma relagdo numérica entre
a quantidade de quadrados e 0s niveis.
t3d: Escrever algebricamente a funcéo que
corresponde ao padrdo de iteracdo do

fractal.

TECNOLOGIA 03: Compreensdo de complexidade infinita
do fractal.

TEORIA ©3: Geometrias e Funcoes.

Fonte: A Autora.

Podemos observar que o item a solicita ao aluno que ele descubra quantas subfiguras
pertencem a um nivel especifico, neste caso, o nivel 4. Ja o item b desta atividade pede que o
discente desenvolva um raciocinio que envolva generalizacdo, buscando pela funcdo que
corresponde ao padréo de iteracdo do fractal desejado.

Este primeiro exemplo mostra como a Geometria dos Fractais pode ser trabalhada ndo
somente com fim em si mesma, mas como um meio de trabalhar outros conteudos matematicos,
podendo estar relacionada e imbricada a outras teorias.

Seguindo esta ideia de relacdo entre a Geometria dos Fractais com outros contetdos
matematicos, apresentamos, ainda nas Atividades Propostas, na parte destinada ao estudo de
progressdao geomeétrica, uma sugestao dos autores para uma Tarefa que, implicitamente, recorre
ao contetldo de Geometria dos Fractais, e foi proposta em um concurso vestibular. Esta Tarefa
considera um padrdo de construcdo figural apresentado em 3 etapas, e descreve, em seu
enunciado, como essas figuras foram construidas.

A pergunta que a norteia diz respeito a area da figura na etapa 5, conforme a seguir.

Figura 36: Atividade Proposta 8
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45. (UFRGS-RS) Considere o padrio de construgao re-
presentado pelos desenhos abaixo

Na etapa 1, ha um tnico quadrado com lado 1. Na
etapa 2, esse quadrado foi dividido em nove qua-
drados congruentes, sendo quatro deles retirados,
como indica a figura. Na etapa 3 e nas seguintes, o
mesmo processo é repetido em cada um dos qua-
drados da etapa anterior.

Nessas condi¢bes, a drea restante, na etapa 5, é:

Etapa1 Etapa 2 125 d) _625
729 2187
125 625
%) Jie7 *) Gssi
625
) /

Etapa3

Fonte: Chavente e Prestes (2016, p. 192).

Esta Tarefa consistiu em determinar a area restante na etapa 5, ao retirar quadradinhos
sequencialmente, a depender da etapa da figura. Assim, estabelecemos a OM a seguir.

Quadro 23: Tipo de Tarefa 1
TIPO DE TAREFA | T1: Determinar a medida de uma grandeza a
partir da iteracdo de um fractal.
TECNICA tla*: Identificar o padrdo figural do fractal.
t1b**: Identificar uma relagdo numérica entre
a quantidade de quadrados e os niveis.
tlc*: Escrever algebricamente a funcdo que
corresponde ao padréo de iteracdo do fractal.
t1d*: Subtituir pelas etapas desejadas.
tle: Determinar as éareas das subfiguras
desejadas.
t1f: Somar as areas das subfiguras do fractal.
TECNOLOGIA 01: Compreensdo de complexidade infinita do
fractal.

TEORIA ©1: Geometrias e Funcdes.
Fonte: A Autora.

Presente ainda no contetdo de progressdo geometrica, 0s autores sugerem, novamente
de forma implicita, a Geometria dos Fractais em uma de suas atividades. A Tarefa referida faz
mencao a uma sequéncia finita de figuras formadas por pontos, e apresenta a ilustracdo de 3

etapas em seu enunciado. Apresentamos, a seguir, a ilustracdo da Tarefa e sua OM detalhada.

Figura 37: Atividade Proposta 9
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pontos.

figural

responda.

juntas?

g observe 2 sequéncia de figuras formadas

sabendo que essa sequéncia tem cinco figuras,

a) Afigura V é formada por quantos pontos?

b) Ao todo,

figura

figura ll . .

Sergio Lima/i0/8R

quantos pontos tém as cinco figuras

Fonte: Chavente e Prestes (2016, p. 199).

Ao realizar a Organizacdo Matematica desta Tarefa, percebemos que

enquadra no Tipo de Tarefa 2.

Quadro 24: Tipo de Tarefa 2

0 item a se

TIPO DE TAREFA T2: Determinar a quantidade de subfiguras
da sequéncia a depender do nivel desejado
do fractal e vice-versa.

TECNICA 12a: ldentificar o padréo figural.
2b:  Escrever  numericamente  a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2c: ldentificar a progressdo geomeétrica
do fractal.
t2d: Escrever a expressdo numérica que
corresponde ao padrdo de iteracdo do
fractal.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.

TEORIA ©2: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.

Com relacédo ao item b desta Tarefa, o autor do LD1.3 almeja que o estudante utilize a

soma dos termos de uma progressao geométrica finita para responder a pergunta. Embora esse

Tipo de Tarefa seja muito semelhante ao anterior, ele traz diferengas, uma vez que solicita a

soma das subfiguras até o nivel 5. Logo, temos:

Quadro 25: Tipo de Tarefa 2
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TIPO DE TAREFA T2: Determinar a quantidade de subfiguras
da sequéncia a depender do nivel desejado
do fractal e vice-versa.

TECNICA t2a: ldentificar o padréo figural.

2b:  Escrever  numericamente  a
quantidade de quadrados em cada nivel.
t2¢: ldentificar a progressdo geométrica
do fractal.

t2d**: Escrever algebricamente a funcédo
que corresponde a soma dos termos de
uma progressdo geometrica e substituir
pela etapa desejada.

TECNOLOGIA 02: Compreensdo de complexidade
infinita do fractal.
TEORIA 02: Geometrias e Funcdes.

Fonte: A Autora.

Dentre as 7 Tarefas propostas no LD1.3 que envolveram o conteudo Geometria dos
Fractais, observamos a presenca de 4 Tipos de Tarefas distintos. Evidenciamos que todas as
Tarefas analisadas se apresentam na secao destinada ao ensino de progressdo geométrica; sendo
assim, as teorias mobilizadas, em todos os Tipos de Tarefas, condizem ao ensino de Geometrias
e FuncBes. Tao somente a Parte Curso esta deslocada do capitulo de Sequéncias e Progressoes;
entretanto, o exemplo citado sobre perimetro e comprimento da curva de Koch faz mencao ao
ensino de PG.

Embora o LD1.3 tenha apresentado a Parte Curso sobre a Geometria dos Fractais,
enquanto o LD1.1 e LD1.2 ndo contemplaram este componente, acreditamos que a instituigdo
LD1.3, de forma geral, poderia ter abrangido maiores informagOes sobre esta teoria,
oportunizando melhores conhecimentos e exploracdes fractais ao aluno.

Isto posto, destacamos que as exploracdes sobre o ensino da Geometria dos Fractais
nesta instituicdo apresentam-se ndo através do seu proprio contetdo, mas por intermédio e
objetivo de exploracéo de outro conteldo matematico.

De modo geral, contatamos a presenca unicamente das Atividades Propostas no LD1.1
e no LD1.2, ao passo que o LD1.3 apresentou, além das Atividades Propostas, a Parte Curso e

Atividades Resolvidas, referentes ao estudo da Geometria dos Fractais.

4.2 Sintese dos dados produzidos nos livros didaticos
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Nos livros didaticos analisados, buscamos identificar as praxeologias propostas para o
estudo da Geometria dos Fractais. Como descrevemos anteriormente, nesses livros ndo havia
capitulos especificos para o estudo do tema em questdo, 0 que de antemao esperavamos
encontrar, mesmo que se fizesse presente de forma sucinta. Com as leituras realizadas para o
entendimento de fractais, observamos que algumas palavras, imagens e conceitos estdo
fortemente relacionados a esse tema, como € 0 caso de sequéncia, etapas, niveis, iteragdes,
dentre outras, em contextos envolvendo padrdes. Assim, ao procurar por essas caracteristicas,
figurais e escritas, ao longo dos livros, encontramos atividades que envolvessem o conteudo de
Geometria dos Fractais.

O LD1.1, volume da colecdo mais adotada pelas escolas das 5 maiores cidades do
Parana, apresentou o primeiro encontro com o tema Fractais por meio de uma primeira tarefa
inclusa no campo de atividades do contetido de progressdo geométrica (PG). Em meio a esse
capitulo, destinado ao estudo de PG, classificamos 5 atividades que envolveram conceitos
relacionados ao estudo do contetido Geometria dos Fractais.

Dentre as atividades identificadas, ao analisarmos as Tarefas do LD1.1, observamos a
variacdo de 4 Tipos de Tarefas diferentes. Com essas informacdes, elaboramos um gréafico, por
meio do qual podemos observar os Tipos de Tarefas detectados nesse livro, e quantas vezes
eles foram comtemplados pelas Tarefas, com a finalidade de compararmos a frequencia destes

nesta instituicdo.

Figura 38: Gréfico Tipos de Tarefa LD1.1

Tipos de Tarefas
iIdentificados no LD1.1

O P N W b~ O

T1 T2 T3 T4

Fonte: A Autora (2020).

Observamos que o T1 (Determinar a medida de uma grandeza a partir da iteracdo de um
fractal) e o T2 (Determinar a quantidade de subfiguras da sequéncia a depender do nivel

desejado do fractal e vice-versa) foram os Tipos de Tarefa mais explorado nesse livro, seguidos
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dos Tipos de Tarefa T3 (Determinar a generalizacdo algébrica que indica a quantidade de
subfiguras em um nivel aleatorio do fractal) e T4 (Construir a figura correspondente ao proximo
nivel de uma sequéncia), os quais foram modelados, respectivamente, por uma e duas Tarefas.

Na organizacdo praxeologica dessa obra, concluimos que todos os contatos com a
Geometria dos Fractais estdo articulados com o contetido de progressdo geométrica. O primeiro
contato com a praxeologia ocorre através de uma atividade sobre a sequéncia de um objeto
fractal, logo apds seguimos 3 atividades, nesta mesma se¢do, que envolvem essa mesma ideia
de sequéncia, mas o termo fractal ndo é mencionado. Fechamos o didlogo com essa praxeologia
presente no LD1.1 abarcando uma questdo proveniente do ENEM, elucidando alguns aspectos
gerais e breves sobre o termo fractal, indagando sobre a construcdo de niveis do Triangulo de
Sierpinski. Vale ressaltar que conhecimentos, como significado do termo fractal, propriedades
sobre sua construcdo, historia e descoberta da Geometria dos Fractais foram explorados na
ultima atividade analisada sobre esse tema.

Analisando o LD1.2 foi possivel modelar 3 Tipos de Tarefas distintos; porém, todos
foram mobilizados por meio de uma uUnica atividade explorada no livro do Primeiro Ano, que
contemplava aspectos relacionados ao ensino da Geometria dos Fractais.

A Tarefa investigada ndo esta atribuida ao decorrer de algum capitulo, sendo articulada
diretamente a algum contetdo matematico. Ela se faz presente ao final da instituicdo livro
didatico, na secdo destinada a exploragdes de questdes retiradas de vestibulares e até mesmo do
ENEM, ao qual essa Tarefa se apresenta.

O primeiro e Unico contato com a praxeologia investigada nesta instituicdo aborda
trechos de uma reportagem retirada de uma revista matematica, que menciona aspectos gerais
sobre a teoria dos fractais, fazendo uma sucinta apresentacdo desse tema. Dando sequéncia a
atividade, ela é explorada mediante a construcéo do Triangulo de Sierpinski.

Diante disso, construimos um grafico, a fim de observarmos os Tipos de Tarefas

modelados nessa instituigéo.

Figura 39: Gréfico Tipos de Tarefa LD1.2
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Tipos de Tarefa
Identificados no LD1.2

T1 T2 T3 T4

SO P N W b~ O

Fonte: A Autora (2020).

Observamos que o T1 (Determinar a medida de uma grandeza a partir da iteracdo de um
fractal) foi o Tipo de Tarefa mais explorado no LD1.2, contemplado 2 vezes na Tarefa
analisada.

O LD1.3 apresenta o primeiro contato com a praxeologia investigada por meio de uma
atividade contida na pégina 175, inclusa no contetdo destinado ao ensino de progressao
geométrica. Inicialmente, o enunciado da atividade apresenta uma breve definicdo do
significado de fractais, explorando suas principais caracteristicas, assim como aspectos
historicos e de aplicacdo dessa geometria ndo-euclidiana, antes de introduzir, ao aluno, a Tarefa
sobre o Triangulo de Sierpinski.

O LD1.3 explora 4 atividades que envolvem os conhecimentos da Geometria dos
Fractais, além da atividade mencionada anteriormente, a qual estuda o Triangulo de Sierpinski.
Outro fractal investigado nas Tarefas é o Tapete de Sierpinski. As outras duas atividades tratam
implicitamente sobre aspectos fractais.

Quanto ao Tipos de Tarefas modelados nessa institui¢éo, temos:

Figura 40: Grafico Tipos de Tarefa LD1.3

Tipos de Tarefa identificados
no LD1.3

S B N W b~ O

T1 T2 T3 T4

Fonte: A Autora (2020).
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Identificamos que o T2 (Determinar a quantidade de subfiguras da sequéncia a depender
do nivel desejado do fractal e vice-versa) se faz presente em 4 Tarefas, sendo o Tipo de Tarefa
mais identificado nessa obra. O T1 (Determinar a medida de uma grandeza a partir da iteracao
de um fractal) foi identificado em 3 Tarefas, e 0 T3 (Determinar a generalizacao algébrica que
indica a quantidade de subfiguras em um nivel aleatério do fractal) foi identificado em
duasTarefa.

Com relacdo ao LD 1.4, nada podemos concluir com relacdo a sua organizacao
matematica, uma vez que essa instituicdo ndo abordou contetdo relacionado a Geometria dos
Fractais.

Dentre os livros analisados, apenas o LD1.3 oportuniza, ao aluno, acesso a Parte Curso
sobre o tema fractais. Essa organizacdo se faz presente apds o capitulo 10, destinado ao estudo
de Trigonometria, Gltimo capitulo dessa instituicdo. Nesse momento, o aluno tem seu primeiro
contato, nessa obra, com o contetdo da Geometria dos Fractais, a qual é apresentada
sucintamente, em 2 paginas, retratando aspectos gerais da teoria explorando o fractal Floco de
neve de Koch.

Para observar os Tipos de Tarefa mais frequentes identificados nos 3 livros didaticos

analisados, construimos um unico grafico, reunindo os 3 gréaficos apresentados anteriormente.
Figura 41: Gréfico Tipos de Tarefa LD Primeiro Ano

Tipos de Tarefa identificados
nos LD do Primeiro Ano

T1 T2 T3 T4

OFRLrNWAITITONO®©

Fonte: A Autora (2020).

Dessa forma, verificamos que o T1 (Determinar a medida de uma grandeza a partir da
iteragdo de um fractal) e 0 T2 (Determinar a quantidade de subfiguras da sequéncia a depender
do nivel desejado do fractal e vice-versa) foram os Tipos de Tarefa mais caracterizados em
nossas analises presentes junto aos livros do Primeiro Ano. O T3 (Determinar a generalizacao

algébrica que indica a quantidade de subfiguras em um nivel aleatério do fractal), por sua vez,
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foi modelado em 4 Tarefas durante nossa investigacdo, enquanto o T4 (Construir a figura
correspondente ao proximo nivel de uma sequéncia) esteve presente em 2 Tarefas.

Com relacédo a analise dos livros didaticos do Segundo Ano, destacamos que apenas 0
LD 2.4 contemplou alguma exploragédo sobre o conteido Geometria dos Fractais, que se fez
presente na Parte Curso, dando subsidios para analisarmos a sua organizacao didatica. Contudo,
o livro n&o trouxe respaldo de atividades ou investigacdes para identificar sua organizagao
matematica.

Diante da OD dessa instituicdo, salientamos que ela se faz presente, de forma bem
sucinta, trazendo exploraces histéricas de como nasceu a necessidade de estudar e entender a
Geometria dos Fractais. Apresenta, também, a historia, de forma breve, do pai dos fractais,
Mandelbrot, comentando sobre caractaeristicas fractais e fazendo nexo a fractais da natureza e
alguns geométricos.

Porém, uma curiosidade notada mediante essa analise é que a Parte Curso dessa
geometria esta situada, no livro, em uma secdo intitulada AplicacGes, logo ap6s o capitulo
destinado ao ensino de Corpos Redondos. Contudo, os temas ndo se relacionam no caso
apresentado, assemelhando-se a uma abordagem forcada do contetdo de Geometria dos
Fractais, pois, na sequéncia, também ndo é feito um nexo com o contetdo, dando a entender
como algo solto na instituicéo.

Assim sendo, com relagdo aos livros do Segundo Ano, 0s LD 2.1, LD 2.2 e LD 2.3, nada
podemos concluir com relagdo a sua organizacdo matematica, pois esses volumes nao
abordaram, em nenhum momento, o conteido Geometria dos Fractais.

Com mencao aos livros do Terceiro Ano, nada podemos definir também, pois eles ndo
apresentaram abordagem do contelldo Geometria dos Fractais, nem com um fim nele mesmo,
como por intermédio de outro conteddo matematico.

Com referéncia aos Tipos de Tarefa, suas Técnicas, Tecnologias e Teorias identificadas
nas Tarefas analisadas dos livros do Primeiro Ano, apresentaremos, a seguir, um esquema

esbocando as variagdes dos quartetos praxeoldgicos.
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Assim, é possivel observar que a teoria dos fractais se apresenta com maior frequéncia
mediante o dominio de Geometrias, seguido do assunto de Funcdes e Nimeros, e Algebra,
respectivamente.

A relacdo ao contetdo de Geometria dos Fractais presente nos livros didaticos
oferecidos a alunos e professores, ele foi encontrado manifestado como um contetido
desenvolvido e explorado por intermédio de outros conteidos matematicos, e ndo partindo de
seu proprio estudo. Embora a expectativa inicial desta pesquisa tenha sido a de investigar o
contetdo Geometria dos Fractais de modo que tal assunto estivesse isolado dos demais e que
houvesse Parte Curso, Atividades Resolvidas e Atividades Propostas, detalhando aspectos
historicos, geométricos e exploratorios, destacamos as indicacbes das DCE quanto a

apresentacdo de conhecimentos geomeétricos:

Na Educagdo Basica, a Educagdo Matematica valoriza os conhecimentos
geométricos, que ndo devem ser rigidamente separados da aritmética e da
algebra. Interliga-se com a aritmética ¢ com a algebra “porque os objetos e
relacbes dela correspondem aos das outras; assim sendo, conceitos,
propriedades e questdes aritméticas ou algébricas podem ser clarificados pela
geometria, que realiza a tradug@o para o aprendiz” (LORENZATO, 1995, p.
07) (PARANA, 2008, p. 57, grifos originais).

Seguida a esta declaracdo, é proveniente das DCE (PARANA, 2008, p.192) o
entendimento similar & valorizacdo de “defini¢des, as abordagens de enunciados e as
demonstragdes de seus resultados”, que sdo apontadas como inerentes ao conhecimento
geomeétrico.

Na sequéncia, apresentamos as considerac¢des finais de nossa investigacdo, em que
buscamos destacar os principais aspectos identificados a respeito da proposta de ensino do

conteldo Geometria dos Fractais ao longo das cole¢6es analisadas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Com o intuito de responder nossa questdo de pesquisa: O conteddo Geometria dos
Fractais pode ser encontrado nas colec¢@es de livros didaticos adotados para o Ensino Médio
no estado do Parana? Se sim, quais sdo as propostas de ensino para este conteido?, voltamo-
nos para as colecdes mais adotadas nas 5 maiores cidades em termos de habitantes do Estado
do Parand. As andlises realizadas sobre essas cole¢des revelam aspectos significativos sobre o
ensino proposto. Apresentamos, neste momento, algumas das caracteristicas observadas sobre
0 contetdo Geometria dos Fractais.

Primeiramente, ressaltamos que a Teoria Antropoldgica do Didatico, utilizada nesta
pesquisa como teoria e como metodologia, foi evidentemente fundamental para a construcao e
compreensdo da proposta de ensino em discussdo. As nogdes de organizacGes matematicas e
das organizac@es didaticas deram subsidios para compreender nossos objetos de pesquisa, que
se resumem em identificar e conhecer as metodologias utilizadas sobre a teoria fractal presentes
nas instituicdes LD, também elencar os Quartetos Praxeol6gicos e momentos didaticos para
esse assunto.

Em virtude do custo das analises, este estudo foi limitado por uma pequena amostra de
livros didaticos, fazendo com que ficAssemos atentas a generalizac@es indevidas, mas elas néo
nos impedem de estudar os comportamentos das instancias do setor Geometria dos Fractais
nessas instituicoes.

Com base nas analises realizadas, afirmamos que ha indicios que a razdo de ser da
Geometria dos Fractais frente a essas instituicdes dizem respeito a uma teoria desenvolvida
como mediadora na abordagem de outros conteudos matematicos. O fato em que identificamos
que essa geometria se apresenta como um meio e ndo um fim nela mesma possibilita
concluirmos que ela ocupa lugar de ferramenta nessas instituicoes.

Embora a Base Nacional Comum Curricular - BNCC néo indique o estudo do conteudo
de geometrias ndo-euclidianas no contexto da Educacdo Bésica, com nossa pesquisa foi
possivel observar que outras unidades tematicas, tais como algebra, funces e nimeros sdo
abordadas durante as propostas. Sendo assim, ha& possibilidade de trabalhar habilidades
indicadas na BNCC com propostas embasadas na Geometria dos Fractais. Vale ressaltar que as
DCE (PARANA, 2008), conforme exposto anteriormente, recomenda a abordagem da
Geometria dos Fractais em sala de aula, assim como os PCN (BRASIL, 1998) indicavam,

durante a elaboracdo das Diretrizes do Estado do Parana.
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Frente ao que as DCE (PARANA, 2008) apontam, observamos que os documentos
oficiais e as abordagens presentes na instituicdo livro didatico investigada conversam, de tal
modo que, ao tomar conhecimento das Diretrizes Curriculares do Estado do Parana com relacéo
ao que elas indicam para o ensino de Geometria dos Fractais, encontramos uma valorizacdo a
vista da articulagdo dos conhecimentos geométricos com outros conteddos matematicos, como
citadas a aritmética e a algebra.

Da mesma forma, as Diretrizes Curriculares do Parana priorizam, para o ensino dessa
geometria, a abordagem de defini¢des, enunciados e demonstracfes dos resultados, 0s quais séo
apontados como inerentes ao conhecimento geométrico. Neste sentido, as abordagens desses
aspectos sao apresentadas de forma sucinta nos livros didaticos analisados em que encontramos
tal assunto.

As Tarefas identificadas nos livros que abordam conhecimentos do contelldo Geometria
dos Fractais, em sua maioria, foram localizadas em meio ao capitulo destinado ao ensino de
Progressdo Geométrica. Vale ressaltar que as Tarefas investigadas se enquadram no quesito
atividades do contexto escolar, de aplicacdes de conceitos matematicos diretamente, ndo se
fazendo presentes nenhuma Tarefa do contexto extraescolar.

No nivel de contetido encontrado sobre a Geometria dos Fractais, podemos apontar que
ele estd presente de forma escassa; porém, ao pensar em sua presencga perante organizacoes
praxeoldgicas, algumas instituicbes abordam e dialogam com os requisitos sugeridos pelos
documentos oficinais, neste caso as DCE, mas de forma sucinta.

Os Tipos de Tarefa encontrados apresentam, assim como sugerido nas DCE (PARANA,
2008, p.172), exploragdes dos fractais, como o floco de neve e a curva de Koch, e tridngulo e
tapete de Sierpinski. Também, valorizacdo as “definigdes, as abordagens de enunciados e as
demonstragdes de seus resultados”, como sugerido nas Diretrizes.

Perante as considerag0es feitas, algumas indagagdes surgem: os professores encontrarao
subsidios suficientes para ensinarem a Geometria dos Fractais, com base nas suas
caracteristicas, apoiando-se somente no livro didatico? Conseguirdo superar a inseguranca de
trabalhar esse contetido se ndo tiverem conhecimentos a priori sobre ele?

Certamente estas questfes trazem muitas discussOes, e acreditamos que algumas
mudancas podem ocorrer. Uma delas pode estar relacionada aos professores recém-formados,
que poderao ter estudado, em suas grades curriculares, assuntos referentes as geometrias nao-
euclidianas, possibilitando uma compreenséo para a abordagem em sala de aula. Com relagéo
aos professores atuantes ha certo tempo, € necessario resgatar o contexto histérico, matematico

e filosofico dessa Geometria, por meio da formacdo continuada da sua préatica, a fim de que
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mudancas possam ocorrer, uma vez que somente o livro didatico ndo fornece material suficiente
para abordar esse conteido em sala de aula.

Acreditamos que a leitura deste trabalho, que foi proveniente de muitas inquietacdes,
possa suscitar algumas duvidas aos leitores, e resultar em questdes norteadoras para futuras
pesquisas. Como exemplo, podemos elencar: de que forma o conteldo Geometria dos Fractais
se faz presente na préatica dos professores em sala de aula? Quais materiais de apoio o professor
utiliza para abordar esse assunto alem do livro didatico?

Esperamos que esta pesquisa possa contribuir com estudos e investigacoes relacionados
ao contedo Geometria dos Fractais, também na visibilidade da organizag&o praxeoldgica para

a aprendizagem deste tema.
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