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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo investigar, por meio de praxeologias matemaéticas, habilidades e
objetos de conhecimento da &rea de Matematica e suas Tecnologias que sdo mobilizados por estudantes
do Ensino Médio durante a construcéo do fractal Arvore Pitagérica no software GeoGebra. Tal objetivo
foi elaborado com o intuito de responder ao seguinte problema de pesquisa: quais habilidades e objetos
de conhecimento da area de Matematica e suas Tecnologias, preconizados na Base Nacional Comum
Curricular - BNCC, sdo mobilizados por estudantes do Ensino Médio durante a construcdo do fractal
Arvore Pitagérica no software GeoGebra? Como aporte tedrico-metodologico, este trabalho
fundamenta-se nos principios da Teoria Antropoldgica do Didatico - TAD, que permitiu a elaboracéo
de uma organizacdo praxeoldgica, de forma a modelar o objeto matematico que foi foco de uma
sequéncia didatica. Este trabalho assume pressupostos metodoldgicos da Engenharia Didatica, que
auxiliou na construcdo e delineamento desta pesquisa. A analise de tal organizacdo possibilitou uma
investigacdo, na BNCC, de habilidades e objetos de conhecimento que podem ser desenvolvidos durante
a construcdo e exploragdo matematica do fractal. A pesquisa foi implementada em uma turma do Ensino
Médio de uma escola da rede estadual do municipio de Unido da Vitoria — PR. As andlises a posteriori
evidenciaram que os estudantes empregaram técnicas para as resolucdes das subtarefas que permitiram
a validacdo da Organizacdo Matematica prevista em nossa andlise a priori. Além disso, identificou-se
que as técnicas empregadas na Organizacdo Matematica direcionam as habilidades; analogamente, as
tecnologias utilizadas para justificar as técnicas podem indicar objetos de conhecimento da matematica;
e por fim, as teorias que regem as tecnologias conduzem as unidades tematicas. A conclusdo é que a
elaboracdo e a escolha de tarefas que proporcionem o trabalho com a Geometria dos Fractais nas aulas
de Matematica podem contribuir com o ensino e a aprendizagem desta componente curricular em
diferentes anos de ensino, integrando aprendizagens propostas pela BNCC, como por exemplo 0s
objetos de conhecimento Linguagem algébrica: variavel e incognita e RelagBes métricas no triangulo
retangulo, que tiveram destaque em nossas analises, e também as habilidades Utilizar a simbologia
algébrica para expressar regularidades encontradas em sequéncias numéricas e Resolver e elaborar
problemas de aplicagdo do teorema de Pitdgoras ou das relacbes de proporcionalidade envolvendo
retas paralelas cortadas por secantes. Estes e outros objetos de conhecimento, bem como outras
habilidades foram possiveis de ser desenvolvidos pelos estudantes no decorrer da implementacdo da
presente proposta.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Teoria Antropoldgica do Didatico; Geometria dos Fractais;
BNCC.



ABSTRACT

This research has as aim at investigating, through mathematics praxeology, skills and knowledge objects
in Mathematics area and its Technologies mobilized by High School students during the construction of
Pythagorean Tree fractal in GeoGebra software. Such objective was elaborated to answer the following
research problem: which skills and knowledge objects present in the Mathematics area and its
Technologies recommended in the National Common Curricular Base (BNCC in its Portuguese
acronym) are mobilized by high school students during the construction of Pythagorean Tree fractal in
GeoGebra software? As a theoretical-methodological contribution, this work is based on
Anthropological Theory of Didactics - ATD principles, which allowed elaborating a praxeological
organization for modeling the mathematical object focused on a didactic sequence. This work assumes
methodological assumptions of Didactic Engineering that helped building and delineate this research.
Analysis of such organization enabled an investigation on BNCC of skills and knowledge objects which
might be developed during building and mathematical exploring of fractal. The research was
implemented in a High School class in a state school of the municipality of Unido da Vitéria — PR. A
posteriori analysis made evident that students used technics to solve the subtasks that allowed the
validation of the Mathematical Organization foreseen in our a priori analysis. In addition, it was
identified that techniques used in Mathematical Organization direct to skills; similarly, the technologies
used to justify the techniques may indicate mathematics knowledge objects; and finally, theories which
conduct technologies lead to thematic units. Findings show that elaboration and choice of tasks that
provide work with Fractal Geometry in Mathematics classes may contribute to teaching and learning
this component in different teaching grades, integrating learning proposed by the BNCC, for example
the knowledge objects Algebraic language: variable and unknown and Metric relations in the right
triangle, and the skills Using algebraic symbology to express regularities found in numerical sequences
and Solving and elaborating problems of application of the Pythagorean theorem or proportionality
relations involving parallel lines cut by secants. These and other knowledge objects and other skills as
well were possible to be developed by students during this proposal implementation.

Keywords: Mathematics Education; Anthropological Theory of Didactics; Fractal geometry; BNCC.
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INTRODUCAO

A Matematica pode fornecer, ao professor e ao estudante, prazeres oriundos de
varias formas de pensar, ver e agir, seja pela superacdo de dificuldades ao resolver
problemas, seja exploracdo de objetos geométricos, ou ainda por meio de situacdes
contextualizadas associadas ao cotidiano, dentre outras maneiras.

Desse modo, unidades temaéticas da Matematica, como a Geometria, permitem ao
professor a exploracdo e contemplacdo de objetos matematicos que possuem certos
aspectos harmoniosos na arte, na pintura, na arquitetura e na natureza. Por exemplo, a
nocdo de simetria é presente no campo da Arte e da Arquitetura. A simetria € um fator
determinante de emocdes, ordem e ritmo estatico.

Observar o0 belo e apresentar senso estético se faz presente em temas da
Matematica. Um desses temas que contribui para o desenvolvimento do senso estético e
apreciar do belo € o Fractal, mais especificamente a Geometria dos Fractais.

A Geometria dos Fractais foi iniciada por Benoit Mandelbrot e refere-se ao estudo
de formas irregulares, salientes, fragmentadas. Mandelbrot denominou-as fractais porque
se baseou na palavra fractus, cuja origem vem do latim, correspondente a quebrar, criar
fragmentos irregulares, fragmentar (BARBOSA, 2005).

Segundo Barbosa (2005, p. 9, grifo do autor),

[...] essas formas geométricas possuem, entre outras, uma propriedade
especial que pode ser considerada caracteristica. Esses entes constituem
uma imagem de si, prépria em cada uma das suas partes. Segue que suas
partes sdo  semelhantes;  propriedade  conhecida  como
autossimilaridade.

As trés principais caracteristicas de um fractal sdo autossimilaridade, dimenséo
fracionaria e complexidade infinita. Autossimilaridade diz respeito as partes do fractal
gue se assemelham ao seu todo, podendo ser de forma aproximada ou exata (BARBOSA,
2005).

A complexidade infinita refere-se ao nimero infinito de iteragdes de um fractal,
que podem ser realizadas por meio de um procedimento recursivo ou iterativo, e dessa
forma, ndo é possivel representar completamente um fractal, pois sempre havera uma
proxima iteracéo a ser realizada (CARVALHO, 2005).
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J4 a dimensdo de um fractal ndo necessariamente € um ndmero inteiro: ela
representa o grau de ocupacao do fractal no espaco e esta relacionada com o seu grau de
irregularidade ou fragmentacdo (CARVALHO, 2005).

Barbosa (2005, p. 19) justifica a abordagem da Geometria Fractal em sala de aula
baseado em

[...] conexdes com outras ciéncias; deficiéncias da Geometria
Euclidiana para estudo de formas da natureza [...]; difuséo e acesso aos
computadores e a tecnologias da informéatica nos varios niveis de
escolarizagdo; existéncia do belo nos fractais e possibilidade do
despertar e desenvolver 0 senso estético com o estudo e arte aplicada a
construcdo de fractais [...]; sensacdo de surpresa diante da ordem na
desordem.

Entendemos que esse tema possui relevancia para ser abordado na Educacéo
Basica, considerando que ele apresenta ligacGes com diversas areas do conhecimento,
como Medicina (SEDIVY et al., 1999), Computacdo (MARTINS; LIBRANTZ, 2006) e
Economia (HAYASHI, 2002), além de ser evidenciado em documentos oficiais de
orientagdes curriculares, como o Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana,
em dmbito estadual; e na Base Nacional Comum Curricular - BNCC, em ambito nacional.

O Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana sugere o estudo dos
fractais porque “permite que os estudantes desenvolvam a criatividade, a intuigdo, ¢ a
imaginacdo, percebendo os processos de regularidades e interagdo dessas entidades”
(PARANA, 2021, p. 541).

Nesse sentido, nota-se que a tematica dos fractais estd presente em uma das
habilidades na parte da BNCC para o Ensino Médio, referindo-se a primeira competéncia

para a area de Matematica e suas Tecnologias:

Utilizar as nocdes de transformacdes isométricas (translacao, reflexao,
rotacdo e composicdes destas) e transformacfes homotéticas para
construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes
produgdes humanas (fractais, construcBes civis, obras de arte, entre
outras) (BRASIL, 2018, p. 533)

Pesquisas como a de Rezende et al. (2018) defendem a exploracdo de fractais
geométricos em sala de aula, bem como reconhecem, na Geometria dos Fractais, a
possibilidade de aprendizagem de conceitos matematicos, como area e perimetro de
figuras planas, fungdes, angulos, entre outros. A esse respeito, a abordagem da Geometria
Fractal em sala de aula e a construcdo de fractais utilizando um software como o

GeoGebra proporcionam aos professores a exploragdo de diversos contetdos
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matematicos, e propiciam aos alunos perpassar diferentes representacdes semidticas
durante a exploracdo de entes geométricos, por exemplo, do fractal Hexagonal Tipo Durer
(MORAN; REZENDE, 2020).

Compreendemos que, por meio da Geometria dos Fractais, é possivel abordar
diferentes conteldos matematicos, como progressdo geométrica, funcdo logaritmica,
equivaléncia de fracGes, dentre outros. Dessa forma, despertou-nos uma inquietagcdo em
investigar se é possivel desenvolver propostas para o ensino e a aprendizagem desses
objetos geometricos nas aulas de matematica, de forma a estudar objetos matematicos
preconizados na BNCC.

Para aporte tedrico-metodoldgico da proposta de construgdo do fractal Arvore
Pitagdrica, embasamo-nos na Teoria Antropolégica do Didéatico - TAD, desenvolvida por
Yves Chevallard (1998), que nos permite realizar uma Organizacdo Matematica e
Didatica de modo a identificar os objetos de conhecimento que podem ser estudados
quando se explora esse fractal geométrico e algebricamente.

A Organizacdo Matemaética - OM consiste em um quarteto, composto por um tipo
de tarefa (T), que € realizada a partir da mobilizagdo de uma técnica (t). Para isso, é
preciso que seja justificada por uma tecnologia (0) e tenha uma teoria (®) que rege a
tecnologia em si (CHEVALLARD, 2018). No que diz respeito a Organizacgdo Didatica -
OD, que séo as escolhas que o professor faz referente a OM, ela “permite estudar o modo
como ¢ apresentada e estruturada a praxeologia matematica” (FREITAS; BITTAR, 2016,
p. 9). Dessa forma, ndo se estuda organizacao didatica sem investigar a organizacao
matematica.

Para a realizacdo da proposta, escolnemos como objeto geométrico de estudo,
dentre uma variedade de fractais, a Arvore Pitagorica. A primeira raz&o de escolha pelo
fractal Arvore Pitagérica é a apreciacdo do seu belo irradiante e da observacdo da
regularidade harmoniosa nas suas proprias irregularidades. A segunda razdo de escolha
desse ente geometrico é que fractais de arvores pitagéricas podem variar o triangulo
inicial em outros ternos pitagdricos, por exemplo: Arvore Pitagérica Isésceles Retangular,
Arvore Pitagdrica Is6sceles Obtusangula e Arvore Pitagérica Equilatera.

A terceira razdo se deve as possibilidades de exploracdo desse fractal em sala de
aula. O trabalho com a construgdo da Arvore Pitagorica possibilita uma exploragdo
relativa a contagem, de forma a contar o namero de quadrados, induzindo o estudante a
expressar uma formula relacionada a esse aspecto. Além disso, tendo em vista a

autossimilaridade dos triangulos, podemos explorar a medida do comprimento dos lados

18



dos triangulos e a relacdo entre os catetos e a hipotenusa. Por fim, consideramos
pertinente uma exploracédo relacionada ao célculo da medida do perimetro e da area do
fractal em suas etapas, investigando uma expressao que represente o célculo a partir do
modelo gerador com lado de comprimento unitario.

Portanto, esta pesquisa tem como objetivo investigar, com base na TAD,
praxeologias matematicas mobilizadas por estudantes do Ensino Médio durante a
construcéo do fractal Arvore Pitagdrica no software GeoGebra. Tal objetivo foi elaborado
com o intuito de responder ao seguinte problema de pesquisa: quais habilidades e objetos
de conhecimento da area de Matematica e suas Tecnologias preconizados na Base
Nacional Comum Curricular - BNCC sdo mobilizados por estudantes do Ensino Médio
durante a construgéo do fractal Arvore Pitag6rica no software GeoGebra?

Para a realizacdo deste estudo, pautados na Engenharia Didatica, dividimos nosso
texto em quatro momentos: Analises preliminares e Encaminhamentos tedricos; Percurso
metodolégico e Desenvolvimento da pesquisa; Analise dos dados; e Consideracfes Finais
e Reflexdes.

No capitulo de Andlises preliminares e Encaminhamentos tedricos, realizamos um
estudo preliminar a respeito da Geometria dos Fractais, em especial da Arvore Pitagdrica.
Para mais, discutimos constructos teéricos da TAD e apresentamos uma revisdo de
literatura a respeito da TAD no contexto do ensino de Geometria. Depois, abordamos
elementos da BNCC e da utilizacdo do software GeoGebra.

Em relacdo ao capitulo de Percurso metodolégico e Desenvolvimento da pesquisa,
descrevemos as fases da Engenharia Didatica, metodologia de pesquisa que permitiu
delinear este estudo. Além disso, informamos a descricéo do contexto, os participantes da
pesquisa, 0s procedimentos e os instrumentos de producéo e analise dos dados.

No que diz respeito ao capitulo de Analise dos dados, apresentamos a anélise a
posteriori, e € nesse momento que confrontamos os dados produzidos pelos estudantes
do Ensino Médio com o design da tarefa elaborado na analise a priori e com 0s objetivos
a serem alcancgados. Por fim, apresentamos as ConsideracOes Finais e Reflexdes acerca

da investigacédo desenvolvida.

19



1 ANALISES PRELIMINARES E ENCAMINHAMENTOS
TEORICOS

Neste capitulo, apresentamos as analises preliminares, primeira fase da
metodologia de investigacdo escolhida para o desenvolvimento deste trabalho, quando
realizamos um estudo preliminar a respeito da Geometria dos Fractais, em especial da
Arvore Pitagérica.

Ademais, discutimos constructos tedricos da Teoria Antropologica do Didatico -
TAD desenvolvida por Yves Chevallard (1998). Essa teoria possui contribui¢fes para o
estudo da Didética das Ciéncias e para a Matematica, e é o aporte tedrico-metodolégico
que norteia esta pesquisa. Em seguida, apresentamos uma revisdo de literatura a respeito
da TAD no contexto do ensino de Geometria. Por altimo, abordamos brevemente
elementos da Base Nacional Comum Curricular - BNCC e da utilizagdo do software
GeoGebra.

1.1 A Geometria dos Fractais

O matematico polonés Benoit Mandelbrot foi o iniciador do estudo dos objetos
geométricos chamados fractais. Essas entidades geométricas possuem propriedades
particulares, e entre elas destacam-se a autossimilaridade, a complexidade infinita e a
dimensdo fracionaria (BARBOSA, 2005). Mandelbrot denominou esses objetos de
fractais baseando-se na palavra fractus, adjetivo do latim, do verbo frangere, que
corresponde a quebrar, fragmentar.

A Geometria dos Fractais estd relacionada a uma ciéncia chamada Caos. As
estruturas fragmentadas, belas e complexas, fornecem uma ordem ao Caos, buscando
padrdes dentro de um sistema aparentemente aleatorio (BARBOSA, 2005). Tanto a
Geometria dos Fractais quanto a ciéncia do Caos desenvolveram-se pelo aprimoramento
das técnicas computacionais. De acordo com Barbosa (2005), na natureza existem formas
irregulares, e tentar simplifica-las usando formas da Geometria Euclidiana é considerado
inadequado. Nesse sentido, a Geometria dos Fractais pode oferecer aproximagdes para
essas formas.

Um fractal possui suas partes semelhantes ao conjunto como um todo, de forma
exata ou aproximada, e isso € chamado de autossimilaridade (BARBOSA, 2005). A

autossimilaridade exata é possivel através de instrumentos de desenho, como o lapis, 0
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compasso, a régua e o esquadro, ou por meio de softwares de geometria dinamica.
Tomemos como exemplo a construcdo do fractal Tridngulo de Sierpinski feita no
GeoGebra, conforme mostra a figura a seguir.

Figura 1 - Tridngulo de Sierpinski

Fonte: o autor (2022).

O estudo da Geometria dos Fractais ndo poderia deixar de fora o conceito de
comportamento caotico, e por esta razdo estamos nos referindo ao fendbmeno da
imprevisibilidade. O Fractal de Mandelbrot ou Conjunto de Mandelbrot ja foi considerado
0 mais complexo objeto da matematica (BARBOSA, 2005). Em suas regides, 0s pontos
sdo plotados escapando para o infinito, e as cores dependem do nimero de iteragdes que
0 ponto levou para escapar para o infinito (Figura 2). Na Figura 3, podemos observar o

Conjunto de Julia, obtido a partir de pontos do Conjunto de Mandelbrot.

Figura 2 - Conjunto de Mandelbrot

Fonte: Wikipédia (2018). Fonte: BBC News (2019).

Em relacdo a nocdo de autossimilaridade aproximada, em que os padrdes ndo se
repetem com exatiddo, podemos observar esses aspectos em elementos presentes na

natureza, como nos brocolis e na samambaia, conforme ilustram as Figura 4 e Figura 5.
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Figura 4 - Brécolis

Figura 5 - Samambaia
~

Fonte: O Blog do Mestre (2022). Fonte: Fractal Matemético (2011).

O ramo da samambaia é semelhante a folha da samambaia, que por sua vez é
semelhante a samambaia como um todo, consistindo em uma forma de autossimilaridade
aproximada.

Outra caracteristica do fractal é a complexidade infinita, expressada através do
processo gerador dos fractais, podendo ser recursivo ou iterativo (BARBOSA, 2005). Em
um fractal, podemos realizar um numero infinito de iteracBes e nunca obteremos a
imagem final desse fractal. A Figura 6 apresenta o fractal Curva de Koch com iteracdes

até a sua terceira etapa.

Figura 6 - Curva de Koch

Fonte: o autor (2022).

O fractal sera a figura limite do seu processo gerador, e vale ressaltar que esses
objetos geométricos ndo perdem sua definicdo formal na medida em que sdo ampliados,

mantendo a estrutura idéntica & original. E possivel observar que, a cada segmento do
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fractal Curva de Koch, € realizada sua divisdao em 3 partes de mesma medida, e na segunda
parte constroi-se um triangulo equilatero. Tal iteracdo pode ser repetida infinitamente,
dependendo da limitacdo do recurso utilizado para a representacao do fractal.

J4 a dimensdo de um fractal ndo é necessariamente um numero inteiro. Ela
representa o grau de ocupacdo do fractal no espaco e esta ligada ao grau de irregularidade
ou fragmentacdo (BARBOSA, 2005).

Podemos recordar o conceito de dimensdo a partir de objetos da Geometria
Euclidiana. Por exemplo, um ponto possui dimensdo zero, um segmento de reta possui
dimensdo 1, um quadrado tem dimensdo 2, e um cubo apresenta dimensdo 3. Para
entender melhor, vamos considerar um segmento de reta, um quadrado e um cubo

repartidos em objetos autossimilares (Figura 7).

Figura 7 - Segmento, quadrado e cubo

Fonte: o autor (2022).

O segmento foi dividido em 2 pecas; o quadrado, em 4 pecas (repartindo o lado
em dois); e o cubo, em 8 pecas (dividindo a aresta em duas). Cada uma das pecas €
autossimilar ao objeto como um todo, e essa divisdo é feita a partir de um fator de aumento
também chamado coeficiente de proporcionalidade (BARBOSA, 2005). O nimero de
pecas em cada caso € igual: ao fator de aumento (2), para o segmento de reta; ao quadrado
do fator de aumento (22), para o quadrado; e ao cubo (23), para o cubo. Com efeito, o
niimero de pecas é dado por n = mP, onde m é o fator de aumento e D é a dimens&o.

Vamos agora para o calculo da dimenso a respeito do fractal Arvore Pitagorica.
Considerando inicialmente a Arvore Pitagérica como um quadrado de comprimento
unitario, teremos, da primeira para a segunda iteragdo, o nimero de pecas n = 3; e o fator

de aumento m = 2 (Figura 8Figura 7).
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Figura 8 - Numero de pegas e fator de aumento da Arvore Pitagdrica

Fonte: o autor (2022).

Abaixo, apresentamos o célculo da dimensdo referente a primeira iteragcdo
realizada:
n=mP
3=20

_log3

~log?2
047712
= 030103
D = 1,585
Assim, temos a seguinte formula para os fractais: Dimensdo = log (nimero de

logn
logm'

pecas) / log (fator de aumento) ou D = chamada Dimenséo Fractal.

Embora a Geometria dos Fractais seja uma tematica nova no cendrio educacional
brasileiro, trazida a tona nos Gltimos anos, especialmente no Estado do Parana
(PEREIRA; BORGES, 2017), ela j& havia sido recomendada nas Diretrizes Curriculares
do Estado do Parand — DCE (PARANA, 2008) e esta presente no Referencial Curricular
para 0 Ensino Médio do Parana - CREP (PARANA, 2021). Este Gltimo recomenda sua
abordagem na unidade teméatica de Geometria, nas nocdes de Geometrias Nao
Euclidianas.

Barbosa (2005, p. 19) justifica a abordagem da Geometria Fractal em sala de aula
baseado em

[...] conexbes com outras ciéncias; deficiéncias da Geometria
Euclidiana para estudo de formas da natureza [...]; difusdo e acesso aos
computadores e a tecnologias da informatica nos varios niveis de
escolarizagdo; existéncia do belo nos fractais e possibilidade do
despertar e desenvolver o0 senso estético com o estudo e arte aplicada a
construcdo de fractais [...]; sensacdo de surpresa diante da ordem na
desordem.
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O Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana sugere o estudo dos
fractais porque ele “permite que os estudantes desenvolvam a criatividade, a intui¢do, e a
imaginacdo, percebendo os processos de regularidades e interacdo dessas entidades”
(PARANA, 2021, p. 541). K. J. Falconer sugeriu o entendimento de fractal como um
conjunto F que possui autossimilaridade aproximada ou estatistica, uma dimenséo fractal
maior que a sua dimensdo topoldgica, e que pode ser expresso através de um
procedimento recursivo ou iterativo (BARBOSA, 2005).

Nesse sentido, a Geometria dos Fractais possibilita o uso de softwares de
geometria dindmica para o estudo de conceitos matematicos. Sendo assim, objetivamos

investigar a construcdo do fractal Arvore Pitagérica no software GeoGebra.

1.1.1 A Arvore Pitagorica

O fractal Arvore Pitag6rica consiste inicialmente em um tridngulo retangulo, cujos
catetos e hipotenusa sdo dados pelo terno pitagérico fundamental (Figura 9). A partir da
hipotenusa e dos catetos, os quadrados que formam o fractal séo construidos. O quadrado,
que tem como medida a hipotenusa, € o tronco inicial da arvore, e os quadrados que tém

os catetos como medida constituem o iniciador-gerador® (Figura 10).

Figura 9 - Triangulo pitagérico Figura 10 - Tronco inicial e iniciador-gerador

Fonte: 0 autor (2022). Fonte: o autor (2022).

Para cada nova etapa sdo construidos, sobre o lado de cada quadrado oposto ao
respectivo cateto, novos triangulos retangulos semelhantes ao inicial, tendo a medida da
hipotenusa como aquela do lado do quadrado em que o tridngulo esta justaposto. A cada
nova iteracdo, cada cateto se transforma em um lado de um novo quadrado, que se

transforma em hipotenusa.

! De acordo com Barbosa (2005), entende-se por iniciador-gerador o modelo gerador para todas as novas
partes.
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Conforme explica Barbosa (2005, p. 62), “[...] para se obter a autossimilaridade,
0s novos tridngulos retangulos precisam ser semelhantes ao inicial, isto é, seus lados

devem ser proporcionais aos nimeros 3, 4 ¢ 5” (Figura 11).

Figura 11 - Arvore Pitagérica Fundamental

Fonte: o autor (2022).

A primeira razo de escolha pelo fractal Arvore Pitagdrica ¢ a apreciacdo do belo
irradiante e da observacédo da regularidade harmoniosa nas suas proprias irregularidades.
A segunda razdo de escolha desse ente geomeétrico € que fractais de arvores pitagéricas
podem variar o triangulo inicial em outros ternos pitagdricos, por exemplo: Arvore
Pitagorica Isosceles Regular (Figura 12), Arvore Pitagorica Isosceles Obtusangula (Erro!
Fonte de referéncia néo encontrada.) e Arvore Pitagorica Equilatera (Erro! Fonte de

referéncia ndo encontrada.).

Figura 12 - Arvore Pitagdrica Isdsceles Regular

Fonte: o autor (2022).
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Figura 13 - Arvore Pitagérica Obtusangula

®

Fonte: o autor (2022).

Figura 14 - Arvore Pitagérica Equilatera

Fonte: o autor (2022).

A terceira razdo se deve as possibilidades de exploracdo desse fractal em sala de
aula. O trabalho com a construgdo da Arvore Pitagorica possibilita uma exploragdo
relativa a contagem, de forma a contar o nimero de quadrados, que se inicia com 1 + 2.
No nivel 1, acrescentam-se 22 = 4 quadrados; ento, teremos o total de 7, isto é 23 — 1,
e assim sucessivamente, induzindo o estudante a expressar uma férmula relacionada a
esse aspecto. Alem disso, tendo em vista a autossimilaridade dos tridngulos, podemos
explorar a medida do comprimento dos lados dos tridngulos e a relagéo entre os catetos e
a hipotenusa. Por fim, consideramos pertinente uma exploracao relacionada ao célculo da
medida do perimetro e da area do fractal em suas etapas, investigando uma expressao que
represente o célculo a partir do modelo gerador com lado de comprimento unitario.

Para a implementacdo proposta nesta pesquisa, realizada com alunos do Ensino
Médio de uma escola publica no interior do Paran4, optamos por construir a Arvore

Pitagorica com o iniciador-gerador formado a partir de um tridngulo retangulo isésceles.
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1.2 Nocoes sobre a Teoria Antropoldgica do Didatico

A Didéatica da Matemaética € a ciéncia que estuda situagdes que se propdem a
aquisicdo de conhecimento pelos estudantes. Ela estuda condigdes que favorecem a
aquisicdo de conceitos matematicos por parte dos alunos. Dentre 0s constructos teoricos
desenvolvidos no campo da Didatica da Matematica, situa-se a TAD. Neste primeiro
momento, discutimos nocdes primitivas dessa teoria, tais como objetos, pessoas,
instituicdes e relagdes, sendo tais no¢bes necessarias para melhor compreensao da TAD.

O primeiro conceito fundamental na TAD € o de objeto, que é qualquer entidade
que existe, seja ela material ou imaterial. Como exemplos, podemos citar o nome sete, ou
até mesmo numero 7; a nogdo de pai, bem como um jovem pai andando com seu filho; o
conceito de derivada, assim como o simbolo 6 (CHEVALLARD, 2018). Portanto,
qualquer produto da atividade humana é considerado um objeto.

Nos pressupostos da TAD, Chevallard (2018) considera que a segunda nogéo
fundamental é a de relacdo pessoal de um individuo x a um objeto o, denominando
R(x, 0) todas as interacBes que o individuo x pode ter com o objeto o.

O terceiro conceito fundamental é o de pessoa, dupla formada por um individuo x
e o sistema de suas relagdes pessoais R(x,0), em um dado momento da historia do
individuo x (CHEVALLARD, 2018). Conforme esclarece Chevallard (2018), o sistema
de relacdes pessoais de x evoluiu com o tempo: objetos que ndo existiam para ele, passam
a existir; outros deixam de existir; para outros, o relacionamento pessoal de x muda.

No momento em que um objeto o existe para uma pessoa X, € possivel afirmar que
X conhece o, e temos a relagdo R(x,0) especificando como x conhece 0. Chamamos
universo cognitivo de x o conjunto U(x) = {(o, R(x; 0))/R(x; 0) # 0}.

A quarta nogdo fundamental € a de instituicdo. Uma instituicdo | € um dispositivo
social que impBe aos seus sujeitos x que, ao ocupar as diferentes posi¢cbes p em |, séo
modos proprios de fazer e de pensar (CHEVALLARD, 2018). Desse modo, Chevallard
(2018) considera que a sala de aula é uma instituicdo (cujas duas posi¢des essenciais sao
as de professor e aluno). Nessa mesma linha, Bittar (2017, p. 366) considera o livro
didatico “uma instituicdo para alunos e professores que o utilizam (a depender do objetivo
da pesquisa realizada)”.

Chevallard (2018) explica que, dado um objeto o, uma instituicdo I, e uma posi¢édo
p em I, chamamos de relagdo institucional com o na posicao p, e denotamos por R;(p, 0)

a relacdo com o objeto o, que deveria ser idealmente a dos sujeitos de | na posicéo p.
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Além do mais, ao afirmar que x € um bom sujeito de | na posicdo p, temos R(x,0) =
R;(p, 0), onde o simbolo = designa a conformidade da relacéo pessoal de x para a relagcdo
institucional na posicdo p (CHEVALLARD, 2018). Cabe destacar que, de acordo com
Chevallard (2018), as atividades das quais sujeitos x de uma instituicdo | realizam em
uma posicdo p sdo reguladas por praxeologias que conduzem a formagéo, a modificacao,
ou a confirmacé&o de relagbes pessoais de x em um objeto o, R(x, o).

No caso de nossa pesquisa, entendemos que 0 objeto o é o fractal Arvore
Pitagorica; a pessoa x corresponde aos alunos e ao professor, ou seja, a todos 0s
envolvidos na pesquisa; e x estabelece uma relacdo pessoal com o objeto o, designada
R(x, 0), pertencente a instituicdo I, sala de aula, e ocupam uma posicao p, constituindo a

relacéo institucional que designaremos por R;(p, o).

1.2.1 Sobre praxeologia

A TAD situa a atividade de matematica e o estudo de Matematica no conjunto das
atividades humanas e das instituicbes sociais, conforme observa Chevallard (1998).
Diante disso, o postulado basico da TAD corresponde a possibilidade de analisar toda
atividade humana por meio de um modelo unico, denominado praxeologia.

O trabalho direcionado para o ensino da Matematica pode ser moldado em termos
de praxeologia, composta por uma Organizacdo Matematica - OM e uma Organiza¢do
Didatica - OD, que contribui para uma construcdo do conhecimento, de modo a
possibilitar avanco na compreensdo dos assuntos propostos. Para tal, € possivel
estabelecer uma estrutura praxeoldgica em prol do ensino e da investigacdo desse
conhecimento.

Santos e Freitas (2017, p. 53) destacam que “a OM caracteriza o estudo do objeto

matematico em um esboco praxeoldgico das atividades matematicas”, e

[...] no desenvolvimento da OM, o professor faz as suas escolhas sobre
como introduzir o conteddo, os conceitos valorizados e as atividades
tidas como essenciais, entre outras escolhas, que sdo compreendidas por
meio da Organizacao Didatica (OD), ou seja, as escolhas metodoldgicas
da forma de apresentacdo, ou da aula de matematica.
A estrutura praxeoldgica consiste em um quarteto composto por um tipo de tarefa
(T), que ¢ realizada a partir da mobilizagcdo de uma técnica (t), que precisa ser justificada
por uma tecnologia (0), que tenha uma teoria (®) que rege a tecnologia em si

(CHEVALLARD, 2018). Uma determinada praxeologia matematica é denotada por [T /
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T/ 60/ @], que comporta a parte pratico-técnica ou praxis (também chamada de bloco do
saber-fazer), denotada por [] = [T / 1]; e a parte tecnoldgico-tedrica ou logos (também
identificada como bloco do saber), € denotada por A = [0/ ®] (CHEVALLARD, 2018).

Segundo Chevallard (1998), as noc¢des de tarefa (t) e os tipos de tarefa (T) podem
ser expressos por meio de um verbo que designa acao e estd associada a um objeto, como
por exemplo, varrer a sala, dividir um inteiro por outro, cumprimentar um vizinho, ler um
manual, subir as escadas, integrar a funcdo f(x) = xInx. Ademais, o pesquisador
(CHEVALLARD, 1998, p. 2, traducdo nossa) esclarece que a nocdo de tipo de tarefa
supde um objeto relativamente preciso, € que “calcular o valor de uma fun¢cdo em um
ponto € um tipo de tarefa, mas calcular, muito simplesmente, é o que chamaremos de
género de tarefas, que exige um determinado substantivo”.

Assim, um determinado tipo de tarefa (T) exige um modo de fazer ou modo de
realizar as tarefas (t): a ele damos o nome de técnica. De acordo com Chevallard (1998,
p. 3, traducdo nossa), “uma técnica (t) ndo é necessariamente de natureza algoritmica”.
Nesse sentido, por exemplo, pintar uma paisagem e fundar uma familia séo tarefas que
ndo exigem uma técnica algoritmica.

Com relagdo a tecnologia (8), discurso que tem o objetivo de justificar
racionalmente a técnica (1), ela possui uma racionalidade que varia de acordo com o
espaco institucional em que a técnica é desenvolvida (DIAS; SANTOS JUNIOR, 2018).

Desse modo, Chevallard (1998) enfatiza que, em uma determinada institui¢éo (1),
qualquer que seja o tipo de tarefas (T), a técnica (t) relativa @ T € sempre acompanhada
por um resquicio de tecnologia (0). Além disso, elementos tecnologicos podem estar
integrados as técnicas, conforme podemos observar no exemplo de Dias e Santos Janior
(2018, p. 537):

[...] dada uma fungdo afim, ao calcular o valor numérico dessa funcéo
para determinado valor de x, 0 mesmo discurso tem a dupla funcéo,
técnica e tecnologica, pois quando dizemos ‘substituir o valor de x na
formula, efetuar as operagdes indicadas e determinar o valor de y’, este
discurso permite, a0 mesmo tempo, que se encontre o resultado pedido
(funcgdo técnica) e que se justifique que é o resultado esperado (fungédo
tecnoldgica).

Chevallard (1998) esclarece que o fato de existir uma técnica candnica, em
principio a Unica reconhecida e a Unica utilizada, confere a essa técnica a virtude de ser

autotecnologica: utiliza-la ndo exige justificacao, pois € o jeito certo de fazer isso (em 1).
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Podemos tomar como exemplo, conforme explicam Dias e Santos Junior (2018, p. 537),

quando introduzimos a fungao afim:

[...] se consideramos apenas a técnica que, dados dois pontos, permite
determinar a taxa de variacao da funcéo e o coeficiente linear por meio
da construcdo de um sistema de duas equacdes lineares e duas
incognitas, esta serd boa maneira de realizar esta tarefa para a
instituicdo (1) e assim a técnica ndo precisa ser justificada quando a
utilizamos.

Além da funcéo de justificar a técnica, a tecnologia pode assumir uma segunda
funcdo, que € a de explicar a técnica. Com essa funcao, pretende-se explicar o porqué é

assim; as técnicas precisam ser inteligiveis e esclarecidas. Nesse sentido, temos o

exemplo dado por Dias e Santos Janior (2018, p. 537):

[...] sabemos que o grafico de uma funcdo afim é uma linha reta.
Podemos explicar este resultado tomando trés pontos e calculando a
distancia entre dois pontos. Assim, se tomamos as abscissas de trés
pontos em ordem crescente, 0 que sempre é possivel, podemos mostrar
que a distancia do primeiro ponto ao terceiro é igual a soma da distancia
do primeiro ponto ao segundo com a distancia do segundo ponto ao
terceiro.

Uma terceira funcdo da tecnologia corresponde a producdo de técnicas. Conforme
Chevallard (1998), existem tecnologias potenciais, a espera de técnicas, que ainda ndo
sdo tecnologias de nenhuma técnica ou de pouquissimas técnicas. Assim, deve-se destacar
o modo insuficiente de explorar as tecnologias disponiveis, tanto do ponto de vista da
justificacdo ou explicacdo quanto da producdo. Quanto a funcéo de producdo de técnicas,

podemos observar o exemplo de Dias e Santos Junior (2018, p. 537):

[...] ao demonstrarmos que o gréafico de uma fungéo afim é uma linha
reta, temos uma tecnologia que possibilita associar a taxa de variagdo
da funcédo afim a inclinacdo desta reta, que denominamos coeficiente
angular, e a ordenada do ponto em que a reta intercepta o eixo OY, que
serd o coeficiente linear desta reta, ou seja, temos assim uma nova
técnica que torna possivel representar, algebricamente, uma fungéo
afim por meio de sua formula f (x) = ax + b, onde a é a taxa de variacao
da funcdo ou o coeficiente angular da reta que representa o grafico desta
fungdo e b é o coeficiente linear que corresponde ao valor da fungéo
para X = 0 ou ao ponto em que a reta intercepta o eixo QY.

Por sua vez, Chevallard (2018) elucida que o discurso tecnoldgico contém
afirmacGes mais ou menos explicitas, para as quais podemos pedir razdes. Passamos,
entdo, para um nivel superior de justificacdo-explicacdo-produgao, o da teoria (®), que

assume, em relacéo a tecnologia, o papel que ela desempenha em relacéo a técnica, ou
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seja, a tecnologia da tecnologia. De acordo com o autor, a regressao de justificativa pode
ser infinita, mas trés niveis sdo suficientes (técnica/ tecnologia/ teoria) para explicar uma
atividade analisada.

Assim, conforme Chevallard (1998, p. 16, traducdo nossa) explica, a OM esta
associada a OD, e a OD diz respeito a respostas de questdes do tipo “Como estudar a
questdo g = 4?7, ou “Como estudar o trabalho O?”. Ainda, o autor indaga: que tipos de
tarefas se enquadram em uma praxeologia didatica? Ou entdo, que gestos podem ser
considerados didaticos?

Nesse sentido, as respostas para essas questdes dependem da organizacdo do
estudo. Chevallard (1998) considera que as formas de caracterizar o caminho a ser
seguido para o estudo de objetos matematicos sdo denominados momentos didaticos ou
momentos de estudo.

Dentre os momentos didaticos apresentados por Chevallard (1998), destacamos
seis.

O primeiro momento de estudo é caracterizado pelo primeiro encontro com a
organizacdo matemética e pode ocorrer de diversas maneiras. Desde um encontro
mimeético, no qual o estudante deve imitar o pratico pela manipulacdo real do objeto da
organizacdo matematica, até um encontro a partir de situacdes fundamentais, em que o
aluno é o ator principal, e que produz respostas para perguntas especificas.

O segundo momento de estudo é caraterizado pela exploracéo do tipo de tarefa e
elaboracéo de uma técnica. Esse momento corresponde ao desenvolvimento de técnicas
e esta no centro da atividade matematica. O estudo e a resolucdo de um problema de um
determinado tipo constituem pelo menos um embrido de técnica, do qual podera surgir
uma técnica mais desenvolvida. O estudo de um problema particular aparece como um
meio para que tal técnica de resolucéo se constitua. Assim, estudar problemas é um meio
de criar e desenvolver uma técnica relativa a problemas do mesmo tipo; uma técnica que
sera, entdo, o meio de resolver problemas desse tipo de maneira quase rotineira.

O terceiro momento de estudo é caracterizado pela constituicdo do ambiente
tecnoldgico teorico relativo a técnica. Esse momento esta intimamente relacionado com
cada um dos outros momentos. Desse modo, desde o primeiro encontro com a
organizagcdo matematica, geralmente ha uma conexdo com um ambiente teérico-
tecnoldgico previamente elaborado, que vai se concretizar em uma relagdo dialética com

0 surgimento da técnica.
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O quarto momento de estudo, caracterizado pelo trabalho com a técnica,
corresponde ao aprimoramento dessa técnica, tornando-a mais eficiente e confidvel. Esse
momento de testar a técnica pressupde verificar seu alcance e se ela resolve um conjunto
de tarefas t para um tipo T de tarefa.

O quinto momento de estudo é caraterizado pela institucionalizacdo. A finalidade
desse momento é que o professor especifique exatamente o que o aluno deve saber sobre
o0 contetido proposto depois de realizar as tarefas solicitadas. Dessa forma, espera-se que
0 aluno possa distinguir os elementos que, tendo contribuido para a construcao da
organizacdo matematica, nao serdo integrados, e 0s elementos que entrardo
definitivamente na organiza¢do matemaética pretendida.

O sexto momento de estudo € caraterizado pela avaliacdo. Esse momento se
articula com o momento de institucionalizacdo, porque o professor analisa a praxeologia
com os alunos, bem como seus limites e possibilidades de utilizacdo. E 0 momento em
que é preciso fazer um balanco.

Valendo-nos das explicagOes apresentadas, neste trabalho, propomos uma
Organizacdo Praxeoldgica da construcdo do fractal Arvore Pitagérica utilizando o
software GeoGebra. A TAD permitira investigar praxeologias matematicas mobilizadas
pelos estudantes participantes da pesquisa. Espera-se que tais praxeologias emerjam das
resolucbes de tarefas t do tipo T, por exemplo: qual a medida do perimetro de cada
quadrado construido na Etapa 1? Para isso, técnicas T serdo mobilizadas com a finalidade
de resolver as tarefas. Cada técnica, por sua vez, serd justificada por uma tecnologia 6,
que fundamenta ¢ embasa seu emprego. Por fim, a teoria ® tem a atribuic¢do de justificar
a tecnologia. Com isso, pretendemos responder nosso problema de pesquisa: quais
habilidades e objetos de conhecimento da area de Matematica e suas Tecnologias
preconizados na Base Nacional Comum Curricular - BNCC sdo mobilizados por
estudantes do Ensino Médio durante a construcdo do fractal Arvore Pitagérica no
software GeoGebra?

1.3 Revisao de literatura

Realizamos uma revisdo de literatura na Biblioteca Digital de Teses e

Dissertacdes? - BDTD com o intuito de investigar como as pesquisas e estudos brasileiros

2 http://bdtd.ibict.br
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tém apresentado e discutido a Teoria Antropoldgica do Didatico no contexto do ensino

de Geometria.

Para a coleta dessas informacdes foram indicados, na ferramenta de busca

avancada, os seguintes critérios:
1. Tematica: Teoria Antropoldgica do Didatico e Geometria;

2. ldioma: estudos em portugués;

w

Tipo de documento: dissertagdes e teses; e
4. Ano de defesa: pesquisas defendidas de 1990 a 2021.

A data de acesso foi 17 de dezembro de 2021. Foram encontrados 25 estudos,
sendo 15 dissertagdes e 10 teses. O Quadro 1° apresenta o panorama dos estudos
realizados, estruturado por titulo, tipo de documento, ano de defesa, autores, area e
instituicdo. Esse quadro foi organizado em ordem crescente a partir do ano de defesa do
trabalho.

3 Acrescentamos ao Quadro 1 a dissertacdo de Pescini (2021), pois aborda a Geometria dos Fractais e a
Teoria Antropolégica do Didatico e ndo constava no banco de dados da BDTD no momento do
levantamento bibliogréafico. Além disso, a pesquisa de Pescini (2021) foi desenvolvida sob orientacdo da
mesma orientadora deste trabalho.
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Quadro 1 - Dissertacdes e teses

(Continua)

Tipo de

Ano da

Programa de Pds-

Titulo documento defesa Autor Graduacio Instituicdo de defesa
. . N x Pontificia
Saberes docentes sobre o tema Fur)gao. uma investigacao das Tese 2006 ROSSINI, R. Educagqo Universidade Catélica
praxeologias Matematica x
de S&o Paulo
. - . . L . Educagdo em L
Geometria analitica plana: pra>,<et_)log|as matematicas no ensino Dissertagio 2007 ANDRADE, R. Ciéncias e Universidade ,Federal
médio C.D. (e do Para
Matematicas
Um estudo sobre o Ensino de Transformac6es Geométricas: da . Educacéo . P(.mtiﬁCia -
o . . ' Dissertagdo 2007 LUZ, V. de A. e Universidade Catolica
reforma da Matematica Moderna aos dias atuais Matematica de Sio Paulo
A representacdo do espago nos anos iniciais do ensino . x FARIAS, K. S. x Universidade Federal
fundamental Dissertagdo 2008 C. dos S. Educagdo de Mato Grosso do Sul
Préticas argumentativas no estudo da geom,ej[rla de académicos Tese 2010 SALES, A, Educagéio Universidade Federal
de Licenciatura em Matematica de Mato Grosso do Sul
x . e . x Pontificia
Provae c_Jemgnstrgggo_ em Geometlrl_a Analitica: pr_na s_mgl_lse das Dissertacdo 2010 VARELLA, M. Educagqo Universidade Catolica
organizag0es didatica e matematica em materiais didaticos Matematica de Sdo Paulo
Prova e demonstracdo em Geometria: uma busca da Ensino de Pontificia
organizacdo Matematica e Didatica em Livros Didaticos de 62a | Dissertagéo 2010 ORDEM, J. " Universidade Catolica
- . Matematica ~
82 série de Mocambique de Sdo Paulo
_Anall§e ,dg abordagem dg _comprlrglento, perlm_etro e area em _ ) SILVA, J.V. G. Educgg_ao Universidade Federal
livros didaticos de matematica do 6° ano do ensino fundamental Dissertacdo 2011 Matemética e
o X . L da L de Pernambuco
sob a Gtica da teoria antropoldgica do didatico Tecnoldgica
Uma proposta de ensino de Geometria Hiperbélica: Educacdo para a Universidade Estadual
“Construgdo do plano de Poincaré” com o uso do software Dissertacdo 2011 FERREIRA, L. Ciénciaea .
s de Maringa
Geogebra Matematica
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(Continua)

~ i . _ x Pontificia
As Construgdes Geométricas e a ngese Instrumental: o caso da Tese 2012 | JESUS, G. B. de Educagqo Universidade Catélica
mediatriz Matematica x
de Séo Paulo
Poligonos regulares inscritos no circulo: uma abordagem histérico- L
L . s aas ) . . x ALMEIDA, G. x Universidade Federal
(0] 1
praxeologica em livros didaticos de matemaética do 9° ano do Ensino | Dissertacdo | 2012a dos A, Educacéo de Mato Grosso
Fundamental
Progressdes Aritméticas e Geométricas: Praxeologias em livros Dissertacio | 2012b ALMEIDA, E. Educacsio Universidade Federal
didaticos de Matemética ¢ A. M. de ¢ de Mato Grosso
Uma analise da abordagem da area de figuras planas no guia de estudo | . x CARVALHO, Educa}g_ao Universidade Federal
. Lo . - e Dissertagdo | 2012 Matematica e
do projovem urbano sob a otica da teoria antropoldgica do didatico D. G. de L de Pernambuco
Tecnoldgica
A influéncia de organizages didaticas no trabalho matematico dos . Educacéo . Pc_)ntificia -
. : . ] N . Dissertagcdo | 2015 | FREITAS, R. L. z Universidade Catolica
estagiarios de licenciatura: um estudo da fungéo exponencial Matematica de S0 Paulo
A transposicao didatica do conceito de area de figuras geométricas oo
planas no 6° ano do ensino fundamental: um olhar sob a ética da teoria Tese 2015 SANTOS, M. R. Ensino das Ciéncias Universidade Federal
o s dos Rural de Pernambuco
antropoldgica do didatico
Geometria Analitica no espago: Andlise das Organizagcdes Matematica Educacao . P(_)ntificia -
o ' T Tese 2015 | COSTA, A.C. S Universidade Catolica
e Didatica em Materiais Didaticos Matematica x
de Séo Paulo
A integracdo das tecnologias digitais ao ensino e aprendizagem de x L
geometria no ensino fundamental — anos finais: uma proposta com foco | Dissertacdo | 2016 FERREIRA, E. Educa(,;qo Unlver5|_dade Federal
. ) X o F.P. Matematica de Juiz de Fora
no estudo de perimetro e &rea de figuras geométricas planas
E!aboragao de livro paradidatico para o E_nsmo de_Probabllldade: 0 Dissertagéo | 2016 | CIABOTTI, V. Educacio Unlvg[5|dade nge_ral
trilhar de uma proposta para os anos finais do Ensino Fundamental do Tridngulo Mineiro
Educacdo L
Origami Euclidiano Dissertacdo | 2016 FRANGA, E. M. Matematica e Universidade Federal
de L de Pernambuco
Tecnologica
Uma organizacdo didatica em quadrilatero que aproxime o aluno de FERREIRA, M Educacéo . P(_)ntificia -
) . ~ s Tese 2016 T 5 Universidade Catolica
licenciatura das demonstracfes geomeétricas B. C. Matematica de S0 Paulo
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(Concluséo)

Ana!lses (_jos conteqdos de §'Stem"’!5 de represen‘tagao N0 CUTso de . x NEVES Educacdo Matemética | Universidade Federal de
licenciatura em expressdo grafica da UFPE a luz da teoria Dissertacdo | 2018 - .
L N JUNIOR, C. A. e Tecnoldgica Pernambuco
antropolégica do didatico
— 5 5 -
“Hindamental: 6350 da gprendizagem 6 o ensino e Aeae | Tese | 201 | PERREIRA,L. | Educagio Matemdtca | Uriversidade Federalde
' Berimetrg de F. D. e Tecnoldgica Pernambuco
Construcao de um percurso c'ie estu_do € pesquisa para formacao de Tese 2019 | BENITO, R. N. | Educagio Matemética Pont[fl_ma Un|\~/er5|dade
professores: 0 ensino de conicas Catolica de Sdo Paulo
Estudo das trés dimensdes do problema didatico de inequacdes Tese 2019 MINEIRO, R. Educacdo Matemadtica Pont!ﬂ_ua Un|\~/er5|dade
M. Catdlica de S&o Paulo
Possibilidades e !lmltagoes d_ei micropercursos de estpdo e pesquisa SANTOS, C. M. ) - Universidade Federal de
em geometria: uma experiéncia de formagéo continuada com Tese 2019 Educacdo Matematica
. dos Mato Grosso do Sul
professores da rede publica
Uma analise praxeoldgica da geometria dos fractais em livros . x x e Universidade Estadual do
didaticos de matematica do ensino médio Dissertacdo | 2021 | PESCINI, A. E. | Educagdo Matematica Parana

Fonte: o autor (2022).
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Dentre os trabalhos apresentados no quadro, 11 estudos estdo relacionados a anélise de
organizacgdes praxeologicas de conceitos de Geometria presentes em livros didaticos. Dessa
forma, optamos por considerar apenas 0s estudos que apresentam aspectos relacionados a
proposta desta pesquisa, e o critério de selecdo foi baseado nos seguintes assuntos: trabalhos
que analisam livros didaticos com o aporte tedrico da TAD e abordam documentos normativos
para o ensino, e trabalhos que realizaram experimentagfes em sala de aula com a abordagem
da Geometria N&o Euclidiana. Assim, em conformidade com os textos encontrados, dividimos
0s textos em duas categorias: 1) trabalhos que analisam organiza¢des matematicas do conteido
de Geometria em livros didaticos sob a perspectiva de recomendacdes prescritas em
documentos oficiais; e 2) proposta de organizacdo didatica referente aos conteudos de
Geometrias N&o Euclidianas.

A primeira categoria é composta pelos seguintes trabalhos: Almeida (2012b), Farias
(2008), Luz (2007) e Pescini (2021). A pesquisa de Almeida (2012b) teve por objetivo
investigar como os livros didaticos propdem o estudo das progressdes aritméticas e geométricas
no primeiro ano do Ensino Médio. Fundamentaram o trabalho a Teoria Antropoldgica do
Didatico - TAD, proposta por Chevallard (1999); e a Teoria dos Jogos de Quadros, de Douady
(1992).

Almeida (2012b) identificou, nas praxeologias apresentadas nos livros didaticos,
tarefas, técnicas, discurso tecnoldgico-tedrico e quadros numérico, geométrico e algébrico. A
partir disso, a autora verificou se tais praxeologias condizem com as propostas dos documentos
oficiais (Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - 1999, Orientacdes
Educacionais aos Parametros Curriculares Nacionais - 2002, e Orientagdes Curriculares para o
Ensino Médio - 2006), e com as intencionalidades dos autores que estavam expostas nos
manuais.

Os resultados da pesquisa de Almeida (2012b) possibilitaram um diagnostico de livros
didaticos, os quais evidenciaram que as organizacOes praxeoldgicas de dois dos livros
analisados néo explicitam a estreita relacao entre progressodes e fun¢es. Tambem foi observado
que os livros ndo contemplam todas as recomendacdes dos documentos oficiais.

No que diz respeito a pesquisa de Farias (2008), ela teve como objetivo principal
descrever e analisar a representacdo do espaco geometrico a partir de dados obtidos em livros
didaticos, nas orientac¢Ges fornecidas pelos Parametros Curriculares Nacionais (1997) e no Guia
de Livros Didaticos (2007) para os anos iniciais do Ensino Fundamental. A teoria que
fundamentou o estudo de Farias (2008) foi a TAD, e os resultados evidenciaram valorizagéo

crescente do estudo da Geometria, valorizacdo da contextualizacdo do saber escolar e da
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diversificacdo da linguagem usada no ensino da representacdo do espaco e da sistematizagéo
do conhecimento geométrico, além de destaque a respeito da importancia da realizagdo de
diferentes tipos de articulagfes no estudo da Geometria.

Com o objetivo de realizar uma analise de organiza¢Ges matematicas das transformacées
geomeétricas e de organizacOes didaticas em livros didaticos, a partir dos anos 1960, do Estado
de S&o Paulo, a pesquisa de Luz (2007) examinou as completudes das organizacoes
matematicas locais conforme a TAD, e comparou as propostas de ensino de isometrias e
homotetias vigentes a época do movimento da Matematica Moderna com aquelas vigentes apos
a publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais. A analise foi feita por agrupamentos de
tipos de tarefas, para identificacdo da técnica e distincdo da tecnologia de justificativa. As
conclusdes do trabalho de Luz (2007) indicam que as orienta¢fes observadas em cada um dos
periodos ndo garantiriam que importantes problemas de transformac@es fossem resolvidos: o
periodo do movimento da Mateméatica Moderna evidenciou a estrutura matematica, e o periodo
apos a publicacdo dos Pardmetros Curriculares destacou a relagdo de isometrias e homotetias
com o0s niveis superiores de determinacdo matematica.

Em relacdo a pesquisa de Pescini (2021), ela teve por objetivo caracterizar praxeologias
didaticas e matematicas da abordagem do contetdo Geometria dos Fractais em livros didaticos
do Ensino Médio. Para isso, a autora analisou quatro colecfes de livros didaticos aprovadas
pelo Plano Nacional do Livro Didatico - PNLD de 2018, e que foram as mais adotadas entre as
5 maiores cidades, em termos de habitantes, do Estado do Parand. A analise dos dados
produzidos foi realizada sob o ponto de vista das organizacbes praxeoldgicas, com
embasamento tedrico-metodolédgico da TAD, que oportunizou investigar escolhas matematicas
e didaticas dos autores das cole¢des. Nesse sentido, a autora aponta que o contedo Geometria
dos Fractais se faz presente em 4 dos 16 livros didaticos analisados, e é articulado com outros
contetidos matematicos, como Nimeros e Algebra.

Na segunda categoria, selecionamos somente o trabalho de Ferreira (2011), pois
segundo o autor, a motivacdo da pesquisa surgiu do interesse em pesquisar condi¢des de
trabalho com o assunto de Geometrias N&o Euclidianas. O principal objetivo do estudo de
Ferreira (2011) foi elaborar uma Organizacdo Didética e identificar possiveis obstaculos que
aparecem durante a construcdo do modelo do plano de Poincaré. Ferreira (2011) realizou um
minicurso de Geometria Hiperbdlica, e optou por utilizar o software GeoGebra durante uma
proposta aplicada com alunos do 4°ano de licenciatura em Matematica da Faculdade Estadual

de Ciéncias e Letras de Campo Mouréo (Fecilcam), Parana.
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A dissertacdo de Ferreira (2011) apresenta a parte teérica com um resgate da historia da
Geometria Euclidiana, até a apari¢do das Geometrias N&o Euclidianas. Ainda na parte tedrica,
sdo apresentados elementos da TAD, teoria que fundamentou a elaboracdo da proposta. Com a
pesquisa, Ferreira (2011) concluiu que é possivel ensinar Geometria Hiperbdlica usando um
software de geometria dindmica, como 0 GeoGebra, desde que se respeitem os contetdos das
séries escolares dos aprendizes e se tome cuidado na construcdo do conceito de métrica.

Né&o foram identificados trabalhos que propusessem ou apresentassem uma organizagao
praxeologica relacionada a Geometria dos Fractais, nem que pudessem estabelecer uma
discussdo articulada com o documento que atualmente (desde 2018) norteia a Educacao Bésica
em ambito federal (Base Nacional Comum Curricular - BNCC), conforme proposto nesta
pesquisa.

De modo geral, tal levantamento possibilitou concluir a existéncia de uma concentracdo
de estudos voltados para as Geometrias Euclidianas. Observa-se que a escolha por conceitos
das Geometrias Euclidianas deve-se pela importancia dada a esses objetos nas recomendacdes
de documentos oficiais (nacional e estadual). Por outro lado, é possivel evidenciar a necessidade
de trabalhos envolvendo as Geometrias N@o Euclidianas, em especial a Geometria dos Fractais,
visto que ndo foram encontrados trabalhos a respeito do assunto, quando procurados pelos
termos Teoria Antropoldgica do Didatico e Geometria dos Fractais, ao mesmo tempo, ou por
Teoria Antropoldgica do Didatico e Geometria Fractal.

Em relacdo a TAD, as pesquisas apontam que ela forneceu elementos para realizar
analises de materiais, bem como para a modelacdo de situacGes de ensino. No trabalho de
Almeida (2012b), por exemplo, a TAD permitiu realizar uma analise das progressoes,
remetendo a reflexdes no que diz respeito as praxeologias apresentadas nos livros didaticos que
sdo capazes de influenciar as praxeologias dos professores, bem como possiveis efeitos sobre a
aprendizagem dos alunos.

Embora a Geometria dos Fractais seja uma temética nova no cenario educacional
brasileiro, trazida a tona nos ultimos anos, especialmente no Estado do Parand (PEREIRA;
BORGES, 2017), ela ja havia sido recomendada nas Diretrizes Curriculares do Estado do
Parana — DCE (PARANA, 2008) e est4 presente também no Referencial Curricular para o
Ensino Médio do Parana - CREP (PARANA, 2021).

Desse modo, esta pesquisa anseia investigar a possibilidade estudar a Geometria dos
Fractais em sala, de forma a contemplar objetos do conhecimento localizados nas habilidades
e competéncias preconizadas na BNCC para o Ensino Médio. Para isso, definimos o seguinte

objetivo: investigar, por meio de praxeologias matematicas, habilidades e objetos de
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conhecimentos da &rea de Matemaética e suas Tecnologias que sdo mobilizados por estudantes
do Ensino Médio durante a construgéo do fractal Arvore Pitag6rica no software GeoGebra. Tais
praxeologias matematicas foram investigadas para responder a seguinte questdo de pesquisa:
quais habilidades e objetos de conhecimento da area de Matematica e suas Tecnologias
preconizados na Base Nacional Comum Curricular - BNCC sdo mobilizados por estudantes do
Ensino Médio durante a construg&o do fractal Arvore Pitagérica no software GeoGebra?

A seguir, descrevemos aspectos relacionados a BNCC com o intuito de explicar como

ela é composta e seus principais aspectos que se relacionam com este trabalho.

1.4 A Base Nacional Comum Curricular

O Plano Nacional de Educacéo - PNE preceitua que todos os alunos da Educacdo Basica
tenham assegurados seus direitos de desenvolvimento e aprendizagem. Dessa forma, a BNCC
é um documento de carater normativo que define um conjunto de aprendizagens essenciais que
todos os alunos devem desenvolver ao longo da educacdo escolar (BRASIL, 2018).

A BNCC contribui com o alinhamento de outras politicas e a¢fes, em ambitos federal,
estadual e municipal, referentes a elaboracdo de curriculos e propostas pedagdgicas (BRASIL,
2018). Portanto, espera-se que a BNCC ajude a superar a fragmentacdo das politicas
educacionais, garantindo um patamar comum de aprendizagens a todos os estudantes.

A BNCC apoia-se em dois fundamentos pedagdgicos: o compromisso com a educa¢do
integral e o desenvolvimento de competéncias. As aprendizagens que estdo definidas na BNCC

devem contribuir para que os estudantes desenvolvam competéncias gerais.

Na BNCC, competéncia é definida como a mobilizacdo de conhecimentos
(conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e
socioemacionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da
vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho
(BRASIL, 2018, p. 8)

Embora a discussdo sobre a diferenca entre competéncia e habilidade seja ampla,
tentaremos diferencia-las: suponha que voceé precisa ir a um determinado lugar, mas ainda néo
sabe como chegar la. Entdo, € provavel que vocé consulte um mapa para chegar no destino,
pesquise na internet o transporte mais rapido, decida se vale a pena ir de taxi ou dnibus. Nessa
acdo, a competéncia exigida é deslocar-se em uma grande cidade. As habilidades mobilizadas
sdo pesquisar o local, avaliar o transito, escolher o transporte mais rapido, e definir o melhor
horéario para o deslocamento (CURSOS MEC, 2018).
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No quadro a seguir, apresentamos as dez Competéncias Gerais da Educacdo Bésica
descritas na BNCC (BRASIL, 2018).

Quadro 2 - Competéncias Gerais

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo fisico, social,
cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar aprendendo e colaborar para a
construcao de uma sociedade justa, democrética e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ciéncias, incluindo a
investigacdo, a reflexdo, a analise critica, a imaginacdo e a criatividade, para investigar causas,
elaborar e testar hipoteses, formular e resolver problemas e criar solucdes (inclusive tecnoldgicas)
com base nos conhecimentos das diferentes &reas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestacGes artisticas e culturais, das locais as mundiais, e também
participar de préaticas diversificadas da producéo artistico-cultural.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e escrita), corporal,
visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das linguagens artistica, matematica e cientifica,
para se expressar e partilhar informacdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos
e produzir sentidos que levem ao entendimento matuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagédo e comunicacao de forma critica,
significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar,
acessar e disseminar informacfes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer
protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de conhecimentos e
experiéncias que Ihe possibilitem entender as relag@es proprias do mundo do trabalho e fazer escolhas
alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia
critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informag6es confidveis, para formular, negociar e defender
ideias, pontos de vista e decisdes comuns que respeitem e promovam os direitos humanos, a
consciéncia socioambiental e o consumo responsavel em &mbito local, regional e global, com
posicionamento ético em relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica e emocional, compreendendo-se na
diversidade humana e reconhecendo suas emogdes e as dos outros, com autocritica e capacidade para
lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolugdo de conflitos e a cooperagdo, fazendo-se respeitar e
promovendo 0 respeito ao outro e aos direitos humanos, com acolhimento e valorizagcdo da
diversidade de individuos e de grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas e potencialidades,
sem preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, resiliéncia e
determinagdo, tomando decisGes com base em principios éticos, democraticos, inclusivos,
sustentaveis e solidarios.

Fonte: Brasil (2018, p. 9-10).

De acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), as Competéncias Gerais da Educacao Basica

se inter-relacionam no tratamento didatico proposto para os trés niveis da Educacdo Basica
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(Educacédo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio), articulando-se na construgdo de
conhecimentos, no desenvolvimento de habilidades e na formacgéo de atitudes e valores, nos
termos da Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo Nacional - LDB.

Além disso, no documento que compde a BNCC séo estabelecidas cinco areas do
conhecimento: Linguagens e suas Tecnologias, Matemética e suas Tecnologias, Ciéncias da
Natureza, Ciéncias Humanas e Ensino Religioso.

1.4.1 A Estrutura da BNCC

A BNCC esté estruturada de acordo com 0s seguintes itens: competéncias gerais que 0s
alunos devem desenvolver ao longo de todos os niveis da Educacdo Bésica; competéncias
especificasde cada é&rea do conhecimento e dos componentes curriculares; e
habilidades relativas a diversos objetos de conhecimento (contedos, conceitos e processos)
gue os alunos devem desenvolver em cada nivel da Educacdo Béasica (BRASIL, 2018).

Para cada area do conhecimento, sdo estabelecidas competéncias especificas, e cada
competéncia especifica explicita como as dez competéncias gerais se articulam nessa area.
Nesse sentido, para assegurar o desenvolvimento das competéncias especificas, um conjunto
de habilidades é relacionado. As habilidades possuem a finalidade de expressar as
aprendizagens essenciais que devem ser asseguradas aos alunos nos diferentes contextos
escolares. Além disso, relacionam os chamados objetos de conhecimento, que podem ser
entendidos como contelidos, conceitos e processos.

A Base expressa aprendizagens por meio de um cédigo, conforme a Figura 15.

Figura 15 - Exemplo do cédigo de aprendizagem

FM 13 LGG 103

Fonte: Brasil (2018, p. 34).

O primeiro par de letras indica o nivel de Ensino (El, EF ou EM), no caso do exemplo
apresentado, Ensino Médio. O primeiro par de nimeros indica que as habilidades descritas
podem ser desenvolvidas em qualquer serie do Ensino Médio, conforme definicdo dos
curriculos. A segunda sequéncia de letras indica a area (trés letras) ou 0 componente curricular

(duas letras): LGG = Linguagens e suas Tecnologias; LP = Lingua Portuguesa; MAT =

Matematica e suas Tecnologias; CNT = Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias; CHS

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. O dltimo par de numeros indica a posicdo da
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aprendizagem ou da habilidade na numeragéo sequencial do ano (ou do bloco de anos). Cabe
ressaltar que a numeracdo sequencial dos codigos alfanuméricos ndo sugere ordem ou
hierarquia entre os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento.

A seqguir, trazemos aspectos referentes a parte da BNCC para o Ensino Fundamental.

1.4.2 Ensino Fundamental

O Ensino Fundamental - EF € o nivel mais longo da Educacdo Bésica, com nove anos
de duracéo. Esse nivel atende estudantes entre 6 e 14 anos e € o periodo em que acontece uma
série de mudancas na vida dos estudantes, relacionadas a aspectos emocionais, sociais, fisicos,
cognitivos e afetivos (BRASIL, 2018).

O nivel do EF é dividido em duas fases: anos iniciais e anos finais. A BNCC dos anos
iniciais do EF aponta a necessidade de articular as experiéncias vivenciadas na Educacédo
Infantil - EI (BRASIL, 2018). Segundo a BNCC (BRASIL, 2018), essa articulacdo precisa
prever a progressiva sistematizagdo dessas experiéncias e o desenvolvimento de novas formas
de relagdo com o mundo.

No que diz respeito a aprendizagem de Matematica, a BNCC (BRASIL, 2018) explica
que ela deve ser vista como um processo em permanente construgao, e que o estudante deve ser
motivado a formular, testar e validar hipdteses, questionar, construir modelos e a desenvolver
a linguagem matematica, levando-o a pensar, refletir e agir de maneira critica sobre as questdes
do seu cotidiano.

Sobre os anos finais do EF, a BNCC (BRASIL, 2018) esclarece que 0s estudantes sao
confrontados com desafios mais complexos, e nessa fase é importante retomar e ressignificar
as aprendizagens dos anos iniciais. Além disso, 0 documento considera importante fortalecer a
autonomia desses estudantes, oferecendo-lhes condi¢bes e ferramentas para interagir
criticamente com diferentes conhecimentos (BRASIL, 2018).

Nos anos finais do EF, “a escola pode contribuir para o delineamento do projeto de vida
dos estudantes, ao estabelecer uma articulagdo ndo somente com 0s anseios desses jovens em
relagdo ao seu futuro, como também com a continuidade dos estudos no Ensino Médio”

(BRASIL, 2018, p. 62).

1.4.3 A BNCC para os anos finais do Ensino Fundamental: Matematica e suas Tecnologias

Com relagédo as aprendizagens da area de Matematica do EF, a BNCC articula as

competéncias gerais da Educagdo Béasica com o desenvolvimento de oito competéncias
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especificas. A seguir, apresentamos 0 Quadro 3 com as competéncias especificas para 0 Ensino

Fundamental.

Quadro 3 - Competéncias especificas da area Matematica e suas Tecnologias para 0 Ensino Fundamental

1. Reconhecer que a Matemaética é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e preocupacdes de
diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e é uma ciéncia viva, que contribui para
solucionar problemas cientificos e tecnol6gicos e para alicercar descobertas e construcdes, inclusive
com impactos no mundo do trabalho.

2. Desenvolver o raciocinio 1dgico, o espirito de investigacdo e a capacidade de produzir argumentos
convincentes, recorrendo aos conhecimentos matematicos para compreender e atuar no mundo.

3. Compreender as relagBes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Matematica
(Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras areas do conhecimento,
sentindo seguranca quanto a propria capacidade de construir e aplicar conhecimentos matematicos,
desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na busca de solucdes.

4. Fazer observagdes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos presentes nas praticas
sociais e culturais, de modo a investigar, organizar, representar e comunicar informagdes relevantes,
para interpreta-las e avalia-las critica e eticamente, produzindo argumentos convincentes.

5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais disponiveis, para
modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando
estratégias e resultados.

6. Enfrentar situacGes-problema em multiplos contextos, incluindo situagdes imaginadas, nédo
diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar
conclusdes, utilizando diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto
escrito na lingua materna e outras linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, além de
dados).

7. Desenvolver e/ou discutir projetos que abordem, sobretudo, questdes de urgéncia social, com base
em principios éticos, democréticos, sustentaveis e solidarios, valorizando a diversidade de opinifes
de individuos e de grupos sociais, sem preconceitos de qualquer natureza.

8. Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no planejamento e
desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos e na busca de solugfes para
problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou ndo na discussdo de uma determinada
guestdo, respeitando 0 modo de pensar dos colegas e aprendendo com eles.

Fonte: o autor, baseado na BNCC (BRASIL, 2018).

Nos anos finais do EF, assim como ocorre nos anos iniciais, 0 componente é trabalhado
por meio de cinco unidades tematicas: Algebra, Nimeros, Geometria, Grandezas e Medidas, e
Probabilidade e Estatistica. Cabe destacar que a organizacdo em unidades tematicas foi feita
para pontuar o que é essencial ser trabalhado, e para que o professor tenha uma visao geral dos
aspectos especificos a serem abordados. No entanto, essa forma de apresentacéo ndo indica que
essas unidades devam ser trabalhadas uma a uma: as habilidades agrupadas em diferentes

unidades tematicas se inter-relacionam e séo interdependentes.
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De acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), a leitura do componente Matematica deve
considerar os objetos de conhecimento e as habilidades essenciais de cada ano nas cinco
unidades tematicas. Nesse sentido, esse cuidado permite uma visao das possiveis articulaces
entre as habilidades indicadas para as diferentes unidades tematicas. Além disso, sugere que 0
professor identifique como foi estabelecida a progressdo das habilidades, em cada unidade
tematica, ao longo do Ensino Fundamental. Dessa forma, esse olhar é conveniente para
comparar as habilidades de um dado tema, a serem efetivadas em determinado ano escolar, com
as aprendizagens propostas em anos anteriores, também para reconhecer em que medida elas
se articulam com aquelas indicadas para os anos posteriores (BRASIL, 2018).

A seqguir, trazemos aspectos referentes a parte da BNCC para o Ensino Médio.

1.4.4 Ensino Médio

O Ensino Médio — EM esta organizado em quatro areas do conhecimento (Linguagens
e suas Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias
e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas) e um componente (Lingua Portuguesa), além dos
Itinerarios Formativos (BRASIL, 2018). Ainda segundo a BNCC (BRASIL, 2018), trata-se de
um nivel cujas aprendizagens estdo articuladas com as do Ensino Fundamental, e cujos
principais objetivos séo: consolidar, aprofundar e ampliar a formacao integral.

O publico-alvo do EM é formado por adolescentes e jovens. Por isso, uma das premissas
do nivel é a adocdo de uma nocdo ampliada e plural de juventude, a ser implementada em
escolas que oferecam ambientes de estudos que acolham as diversidades, que garantam aos
estudantes o protagonismo do seu processo de escolarizacdo, e que estejam alinhadas com 0s
projetos de vida deles (BRASIL, 2018).

Na BNCC, o nivel EM pretende promover a elevacao da qualidade do ensino no pais,
por meio de uma referéncia comum obrigatdria para todas as escolas de Educacdo Baésica,
respeitando a autonomia dos entes federados e das escolas (BRASIL, 2018). Sendo assim, de
acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), o EM é um instrumento que contribuira na insercdo dos
jovens no mundo do trabalho e para que se tornem cidad&os plenos.

As habilidades presentes na Base sdo exibidas sem indicacéo de seriacdo, e em cada area
do conhecimento é explicitado seu papel na formagéo dos estudantes do Ensino Médio e as
particularidades relacionadas ao tratamento de seus objetos de conhecimento, as aprendizagens

e as especificidades, e demandas desse nivel da escolarizagéo.
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Diante do que apresenta a BNCC (BRASIL, 2018), para atender as demandas da
sociedade contemporanea, espera-se que o EM proporcione experiéncias e processos que
garantam aprendizagens necessarias para a leitura da realidade, o enfrentamento de desafios

sociais, econdmicos e ambientais, e a tomada de decisdes éticas e fundamentadas.

1.4.5 A BNCC para o Ensino Médio: Matematica e suas Tecnologias

A érea de Matematica e suas Tecnologias do EM propde a consolidacdo e o
aprofundamento de um conjunto de conceitos e procedimentos que favorecem a compreensao
da realidade, desde situacOes cotidianas até questdes de outras ciéncias e raciocinio lo6gico
(BRASIL, 2018). Conforme estabelece o documento da BNCC (BRASIL, 2018), é necessario
que a Matematica, no EM, contribua para o desenvolvimento das capacidades de argumentacéo,
generalizacdo e abstracéo.

Cabe destacar que, no nivel do EM, ndo ha um aumento significativo do nimero de
objetos de conhecimento em relagdo ao nivel do EF. No EM, uma ideia importante é a
mobilizacdo dos conhecimentos ja adquiridos pelos estudantes para a resolugdes de situacdes
mais complexas e para o aprendizado de novas nocdes matematicas (BRASIL, 2018). De
acordo com a BNCC (BRASIL, 2018, p. 528-529),

[...] a area de Matemaética e suas Tecnologias tem a responsabilidade de
aproveitar todo o potencial ja constituido por esses estudantes no Ensino
Fundamental, para promover a¢des que ampliem o letramento matematico
iniciado na etapa anterior. Isso significa que novos conhecimentos especificos
devem estimular processos mais elaborados de reflexdo e de abstracdo, que
deem sustentacdo a modos de pensar que permitam aos estudantes formular e
resolver problemas em diversos contextos com mais autonomia e recursos
matematicos.

Diante disso, para a area da Matematica e suas Tecnologias, sdo propostas cinco
competéncias, e cada habilidade esta associada a determinada competéncia. Na Matematica do
EM, as habilidades sdo apresentadas sem indicagéo de seriagdo, conforme ja mencionado, o que
permite flexibilizar a definicdo anual dos curriculos e propostas pedagodgicas de cada escola
(BRASIL, 2018).

As competéncias da area de Matematica e suas Tecnologias para o Ensino Médio estdo

dispostas no quadro abaixo.
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Quadro 4 - Competéncias especificas da area Matematica e suas Tecnologias para o Ensino Médio

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagdes em
diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e
Humanas, das questbes socioecondmicas ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de
modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de acGes para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar
decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas sociais, como 0s
voltados as situagdes de saude, de sustentabilidade, das implica¢fes da tecnologia no mundo
do trabalho, entre outras, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e linguagens
préprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacdo das solugbes propostas, de modo a construir argumentacdo
consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de representagdo
matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.) na busca de solucdo e
comunicacao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padrdes,
experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou n&o, de uma
demonstracao cada vez mais formal na validagéo das referidas conjecturas.

Fonte: Brasil (2018, p. 531).

As habilidades estdo organizadas de acordo com as unidades tematicas da area:
NUmeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, e Probabilidade e Estatistica. Segundo a
BNCC (BRASIL, 2018), os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos
de investigacdo, construcdo de modelos e resolucao de problemas.

As competéncias 1 e 2 estdo voltadas para a interpretacdo e compreensao de aspectos da
realidade. De acordo com a BNCC (BRASIL, 2018), a primeira competéncia especifica
pressupde habilidades que favorecem a interpretacdo e compreensdo da realidade pelos
estudantes. Essa competéncia propde a utilizacdo de conceitos matematicos como suporte para
julgamentos bem fundamentados.

A segunda competéncia esta voltada para a proposicao e participacdo em investigacao
de questbes de impacto social, identificando, com base em principios solidarios, éticos e
sustentaveis, aspectos consensuais ou ndo na discussdo, favorecendo a interacao e a cooperagao
entre os estudantes para aprender e ensinar Matematica de forma significativa (BRASIL, 2018).

Para o desenvolvimento dessa competéncia, conforme a BNCC (BRASIL, 2018),
também se deve considerar a reflexao sobre os distintos papéis que a educacdo matematica pode

desempenhar em diferentes contextos sociopoliticos e culturais, como em relagdo aos povos e
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comunidades tradicionais do Brasil, articulando esses saberes construidos nas praticas sociais
e educativas.

A terceira competéncia traz conceitos e procedimentos matematicos especificos. Para
essa competéncia, esta previsto o desenvolvimento de habilidades relacionadas a interpretacéo,
construcdo de modelos, resolugdo e formulacdo de problemas (BRASIL, 2018). Essas
habilidades envolvem nog¢des, conceitos e procedimentos quantitativos, geométricos,
estatisticos, probabilisticos, entre outros.

A quarta competéncia prevé que os estudantes ampliem seu repertério de representacées
matematicas ao utilizar e compreender as ideias que elas expressam (BRASIL, 2018). Além
disso, a BNCC (BRASIL, 2018) espera que os alunos fagcam a converséo entre as diferentes
representacdes, dominem um conjunto de ferramentas que potencialize sua capacidade de
resolver problemas, comunicar e argumentar.

Segundo a BNCC (BRASIL, 2018), a quinta competéncia prevé a ampliacao de recursos
para que os estudantes possam melhor estruturar seu pensamento algébrico, identificando as
relacBes existentes entre 0s objetos matematicos, representando e analisando essas relacdes de
modo geral e abstrato.

A seguir, listamos as habilidades que possibilitam o desenvolvimento de competéncias
apresentadas e estdo relacionadas as unidades de conhecimento da area de Geometria e
Medidas. Entendemos que tais areas poderiam ser exploradas no desenvolvimento desta

pesquisa.

Quadro 5 - Habilidades de Geometria e Medidas
(Continua)

Referéncia da

Habilidade Habilidades a serem desenvolvidas

Utilizar as nogGes de transformacdes isométricas (translagdo, reflexdo, rotagcdo
e composi¢des destas) e transformagdes homotéticas para construir figuras e
analisar elementos da natureza e diferentes produgBes humanas (fractais,
construgdes civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT105)

Empregar diferentes métodos para a obtengdo da medida da &rea de uma
superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes, etc.) e deduzir expressdes
(EM13MAT307) | de célculo para aplica-las em situacBes reais (como o remanejamento e a
distribuicdo de plantacGes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias
digitais.
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(Concluséo)

Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as no¢oes
(EM13MAT308) | de congruéncia e semelhanga para resolver e elaborar problemas que envolvem
tridngulos, em variados contextos.

Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas totais e de
volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situacGes reais (como o
(EM13MAT309) | calculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composicBes dos solidos estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

Utilizar, quando necessario, a notacdo cientifica para expressar uma medida,
(EM13MAT313) | compreendendo as no¢6es de algarismos significativos e algarismos duvidosos, e
reconhecendo que toda medida é inevitavelmente acompanhada de erro.

Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composicdo de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento,
generalizando padrdes observados.

Fonte: o autor, baseado na BNCC (BRASIL, 2018).

(EM13MAT505)

O assunto Geometria dos Fractais ndo é sugerido em competéncias ou habilidades da
BNCC. Assim, esta pesquisa investiga habilidades e objetos de conhecimento presentes na
BNCC mobilizados por estudantes do Ensino Médio durante a construcdo do fractal Arvore
Pitagorica no software GeoGebra.

Durante a producdo de dados de nossa pesquisa, contamos com 0 apoio do software
GeoGebra, que nos auxiliou no decurso da construcdo da Arvore Pitagérica. Por isso

apresentamos, a seguir, aspectos relacionados a esse software.

1.5 Sobre o software GeoGebra

A integracdo das tecnologias aos processos educativos ndo ocorre naturalmente. As
tecnologias, quando apropriadas, podem ser empregadas no sentido de favorecer 0s processos
de ensino e aprendizagem. Para isso, é necessario ter em mente que 0 uso de recursos
tecnoldgicos no campo educacional ndo seja apenas de carater técnico, mas que remeta a
pressupostos teoricamente fundamentados.

Nesse sentido, Valente (1991) realiza uma importante diferenciagdo entre o ensino de
informética e o ensino pela informéatica. O ensino de informatica refere-se aquele sobre

computadores, sua histéria, seu funcionamento, softwares que podem ser utilizados, etc. O
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ensino pela informatica remete ao de praticamente qualquer &rea do conhecimento por
intermédio do computador.

Segundo o autor, o computador pode ser util no processo de ensino-aprendizado em
razdo da quantidade de programas educacionais e das diferentes modalidades de uso do
computador (VALENTE, 1991). Para Valente (1991), o computador passa a ser uma ferramenta
educacional de possivel mudanca na qualidade de ensino, e traz consigo um questionamento da
funcdo da escola e do papel do professor.

Desse modo, Valente (1991, p. 17) explica que

a funcgdo do aparato educacional ndo deve ser a de ensinar mas a de promover
0 aprendizado. Isto significa que o professor deixa de ser o repassador de
conhecimento - o computador pode fazer isto e o faz muito mais
eficientemente do que o professor - para ser criador de ambientes de
aprendizado e de facilitador do processo pelo qual o aluno adquire
conhecimento.

O computador, como ferramenta educacional, sera o instrumento com o qual o aluno
desenvolve algo e, dessa forma, o aprendizado ocorre pela realizacdo de uma tarefa por seu
intermédio (VALENTE, 1991). Conforme apresenta Valente (1991), essas tarefas podem ser
resolucéo de problemas de diversos campos do conhecimento; elaboragao de textos; producéo
de musica; comunicacdo e telecomunicacao; pesquisa de/em banco de dados ou criagdo de um
novo banco de dados; controle de processos em tempo real; e controle administrativo da classe
e dos alunos.

Dentre os softwares que se destacam no contexto do ensino de Matematica, 0 GeoGebra
é uma ferramenta educacional que se caracteriza como software de Geometria dindmico, além
de ser livre e gratuito!, e que combina algebra, graficos, geometria, tabelas, calculos e
estatistica.

O software GeoGebra foi desenvolvido por Markus Hohenwarter, e possui destaque no
campo de ensino e de aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica. O
software é disponibilizado para as plataformas iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e
Linux, além de possuir a versdo online, 0 GeoGebra Classico?, e todas essas versdes estdo
disponiveis em portugués. A seguir, apresentamos o layout do GeoGebra Classico 5 (Figura
16).

! Disponivel em: www.geogebra.org
2 Disponivel em: https://www.geogebra.org/classic
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Figura 16 - Layout do GeoGebra Classico 5
7 GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

&AL B O] LN =) )

Entraca: | |
> Janela ge Algebra X | »_Janela de Visualizacio x|

Fonte: o autor (2022).

Na Figura 3 € possivel observar quatro regifes destacadas. Usando ferramentas
disponiveis na Barra de Ferramentas, ha uma regido destacada em vermelho. Também &
possivel criar construcbes geométricas na area da Janela Grafica ou Janela de Visualizacao,
destacada em azul. Ao mesmo tempo, coordenadas e equagdes correspondentes séo exibidas na
Janela de Algebra, destacada em amarelo. Por outro lado, é possivel inserir entradas, comandos
e funcBes algébricas usando o teclado, diretamente na Barra de Entrada ou Caixa de Entrada,
destacada em preto. Enquanto a representacdo grafica de todos os objetos € exibida na Janela
de Visualizago, sua representacdo algébrica ou numérica é mostrada na Janela de Algebra.

Na Barra de Ferramentas estdo inumeras ferramentas para construcao de diferentes
conceitos geométricos. Cada icone na barra representa uma caixa de ferramentas que contém
outro conjunto de ferramentas. Depois de inseridos nessa janela, 0 GeoGebra converte a
construcdo realizada na forma algébrica e apresenta os resultados na Janela de Algebra (Figura
17).
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€7 GeoGebra Classic 5

Figura 17 - Ferramentas e Janela de Algebra

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

DR R )= o [ PN e

Avrraste ou selecione objetos

i J‘aﬂela dfe Algebra (+3 Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Cﬁmce; ‘Gi' Circulo dados Centro e Raio
L R Fly- =6
Potn:t.olx 3.2P +(y-2.77 6: Compasso
: ‘;i:gg’ ?'1]2] O Circulo definido por Trés Pontos
(™ semicirculo
Janela .\ Arco Circular
de ‘/_j Arco Circuncircular
Algebra
.Q Setor Circular
(-:J Setor Circuncircular 0 1 3 3 1 5 6 7 a q 10 1 12
4
-2
-3
-4
Enfrada

Fonte: o autor (2022).

As mesmas constru¢fes criadas utilizando o mouse e as ferramentas podem ser
originadas usando a Caixa de Entrada (Figura 18). Nela, € possivel inserir comandos que, apds
confirmados, aparecem na Janela de Algebra. Dependendo do tipo de informacdo digitada,

também é representada na Janela Grafica, como pontos, funcdes, etc.

Figura 18 - Caixa de Entrada
'} GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

x ~ =
R. 'A. / ;’ 4"\. @ é‘ x iﬁ. ‘_:H x:::set; ou selecione objetos
~ Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagido
|1~ fi~ m-
Funcéo f
‘e f(x) = x? 5
_ Ponto
e A=(1,1) :

- av |

Caixa de Entrada

Enfrada f(x)=x"2\

Fonte: o autor (2022).
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O programa relne as ferramentas tradicionais de geometria com as mais avancadas da
algebra e do calculo. Assim, existe a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo tempo, duas
representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si: sua representacao
geométrica e sua representacdo algébrica. Essa possibilidade de integrar ferramentas de
geometria e &lgebra em um mesmo software configura ao GeoGebra uma posicao de destaque
no campo de softwares educacionais, aliada, ainda, a condicdo de software livre e

multiplataforma.

1.5.1 O GeoGebra Classroom

Durante a pesquisa piloto, utilizamos o recurso do GeoGebra Classroom. Esse é um dos
recursos presentes no site do GeoGebra, sendo uma plataforma virtual através da qual os
professores podem atribuir tarefas interativas para os alunos, acompanhar seu progresso durante
o desenvolvimento de uma tarefa, monitorar quais tarefas foram iniciadas e realizadas pelos
alunos no ambiente do software, fazer perguntas para os alunos e ver as respostas
instantaneamente, além de realizar trabalhos em equipe.

Para criar uma licdo no GeoGebra Classroom, o usuario precisa encontrar uma
Atividade do GeoGebra® que possa ser transformada em uma tarefa. O usuario pode encontrar
uma Atividade GeoGebra utilizando a barra de pesquisa do site do GeoGebra (Figura 19), ou

pode escolher uma atividade presente na sua conta de usuério.

! Uma Atividade do GeoGebra ou Atividade GeoGebra é uma atividade interativa (online) que combina diferentes
elementos (por exemplo, texto, applets, perguntas, videos, imagens) em um layout flexivel.
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Figura 19 - Atividades no site GeoGebra
Q Geometria] X B ‘ C

Materlals Qualquer tipo de material ~

=
n
ATIVIDADE ATIVIDADE LIVRO ATIVIDADE
EFO8MA15 - Origens da Geometria 3D-Geometria
GEOMETRIA Geometria Analitica UFJF
DONATO CASTRO FILHO... & Clovis Cruz de Sousa : Geometria 2.0 : Thales de Lelis

Fonte: o autor (2022).

Conforme ilustra a Figura 19, podemos encontrar diversas atividades construidas por
outros usuarios para utilizar em uma licdo no GeoGebra Classroom. Elementos como perguntas
abertas, questdes de multipla escolha, GeoGebra Calculadora Gréfica, GeoGebra Calculadora
Cientifica, GeoGebra Classico e GeoGebra Notas podem se tornar uma tarefa no GeoGebra
Classroom (Figura 20).

Figura 20 - Criando uma atividade
¢« GeeGebra Gravar

Arvore Pitagérica |

Incluir Elemento

Texto Video
GeoGebra Imagem
] Notas Arquivo PDF
Questdo Web
i Gravar & Fechar Cancelar
Visibilidade  Compartilhado com o Link h

To set the visibility to "Public”: please close this screen, press : and then choose "Publish”.

Please note that resources can't have higher visibility than the original. Also ‘private’ is not a valid option if the resource is used in public activities or books, or has been attached
to a public post.

Palavras-
chaves

Configuragées da Construgio

Fonte: o autor (2022).

Depois de encontrar a atividade, para criar uma licdo a partir dela, é necessario

selecionar o botdo Criar Sala, no canto superior direito (Figura 21). Em seguida, basta digitar
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0 nome da tarefa e selecionar a opgdo Criar para que a licdo seja salva no seu perfil (Figura 22).

Figura 21 - Criando uma licéo
GeaGebra CRIAR SALA

Arvore Pitagorica

Autor: Luan Padilha

Rld <~ LD OO 4N =@ Q =
: @

Fonte: o autor (2022).

Figura 22 - Criando a sala no GeoGebra Classroom

+0 ¢ ~fa® A~
Create a lesson Share it with Review their
from any your students work in real-time
resource
New lesson Learn more about Classroom

Arvore Pitagdrica

Fonte: o autor (2022).

Quando o usuério cria uma sala de aula no GeoGebra Classroom, um cédigo € gerado

aleatoriamente, e ele sera necessario para 0s estudantes acessarem a sala (Figura 23).
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Figura 23 - Sala com codigo
GeeGebra  Classroom @ | < vascnsw

Oficina Arvore Pitagérica

‘.r

Join the lesson at www.geogebra.org/classroom/ugscnx5w |_|:|

j or by entering the code at www.geogebra.org/classroom ®
\
UQSC NX5W

Il PausE 2 HIDE NAMES

/'3
”

L2 ]
[}

No students yet

nts will show up here after they have joined the lesson

Fonte: o autor (2022).

Para convidar os estudantes a participarem da licdo proposta, 0 usuario pode enviar o
cbdigo da licdo, e os estudantes podem acessar 0 endereco do GeoGebra Classroom e inserir 0

cadigo para participar (Figura 24).

Figura 24 - Cddigo da licdo

GeeGebra classroom

Live conversations with interactive math
tools

Enter your lesson code

ENTRAR

Fonte: o autor (2022).

Outra forma de convidar os participantes para acessar a sala ¢ copiando o link direto
para a licdo e envia-lo para seus estudantes. Apos os estudantes inserirem o codigo da licdo e
ingressarem na sala, ou seguirem o link direto para a sala, eles poderdo fazer login com uma
conta do GeoGebra ou inserir seu nome (Figura 25). Vale lembrar que os participantes que
optarem por fazer login com sua conta do GeoGebra terdo os progressos das atividades salvos

e poderdo acessa-los posteriormente.
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Figura 25 - Login para acessar a sala

GeeGebra cdassroom

Welcome to Working in 3D

START

Fonte: o autor (2022).

Feito isso, os alunos ja poderdo iniciar as tarefas. O professor terd uma viséo geral da
sala, e na medida em que os alunos entrarem, seus nomes aparecerdo na visdo geral da sala. O

professor pode monitorar o progresso dos alunos conforme realizam as tarefas (Figura 26).

Figura 26 - Visao geral da sala
GeoGebra  Classroom ® | & xxwo ac

! XKWD ACYY W

19 student(s) in lesson Il Pause & SHOW NAMES
Task 1 Task 1 Task 1
2]
Tasks not started yet...
Student 1 Student 2 Student 3 Student 4

1outof 1 : 0outof 1 : Toutof1 H 1 out of 1

Fonte: o autor (2022).

Vale lembrar que o professor pode escolher a tarefa de um aluno para acessar, e caso
gueira compartilhar a tela com os demais, ele poderd ocultar os nomes para preservar a
identidade dos alunos.

O software traz consigo varias ferramentas que oferecem diversos meios para trabalhar,
dependendo do objetivo de cada professor. As possibilidades quanto ao seu uso na matematica

podem trazer resultados positivos ao professor e aos alunos. O GeoGebra permite que
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professores e alunos trabalhem com diversos niveis de ensino, associando diretamente os
conceitos geométricos e algébricos.

Para a realizacdo deste trabalho, escolhemos utilizar 0 GeoGebra como ferramenta
educacional por apresentar indicios para uma boa abordagem, por exemplo, do conteddo de
Geometria dos Fractais, uma vez que o software possibilita realizar a construcao de ferramentas
que auxiliam, dando maior agilidade as suas iteragdes. Principalmente, quando comparado a
uma construcao feita @ mao utilizando régua e compasso, também porque € possivel explorar
aspectos geométricos e algébricos ao mesmo tempo, devido as janelas de visualizacdo e de

algebra.
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2 PERCURSO METODOLOGICO E DESENVOLVIMENTO DA
PESQUISA

Neste capitulo, descrevemos o percurso metodologico utilizado no delineamento desta
pesquisa: seu desenvolvimento, a descri¢do do contexto, 0s sujeitos participantes, os critérios
de analise dos dados, os critérios para elaboracdo da sequéncia didatica, os instrumentos de

producdo dos dados e a implementacao.

2.1 Problema de pesquisa

Por meio da Geometria dos Fractais, € possivel abordar diferentes conceitos
matematicos, como progressao geomeétrica, funcao logaritmica, equivaléncia de fracdes, dentre
outros. Dessa forma, despertou-nos uma inquietacdo em investigar se é possivel trabalhar com
esses objetos geométricos em sala, de forma a contemplar objetos do conhecimento descritos
nas habilidades e competéncias preconizadas na BNCC para o Ensino Médio.

Para isso, buscamos responder nosso problema de pesquisa: quais habilidades e objetos
de conhecimento da area de Matematica e suas Tecnologias preconizados na Base Nacional
Comum Curricular - BNCC sao mobilizados por estudantes do Ensino Médio durante a
construc&o do fractal Arvore Pitagérica no software GeoGebra?

2.2 Objetivo geral

Com base no problema de pesquisa, definimos o seguinte objetivo: investigar, por meio
de praxeologias matematicas, habilidades e objetos de conhecimentos da area de Matematica e
suas Tecnologias que sdo mobilizados por estudantes do Ensino Médio durante a construgdo do

fractal Arvore Pitagorica no software GeoGebra.

2.3 Sobre a Engenharia Didatica

Para o desenvolvimento deste estudo, utilizamos a metodologia de pesquisa Engenharia
Didatica - ED. O termo Engenharia Didatica remete ao trabalho de pesquisador de um
engenheiro que, baseado em conhecimentos cientificos de sua area, “[...] aceita se submeter a
um controle de tipo cientifico, mas ao mesmo tempo, é obrigado a trabalhar objetos mais
complexos que os objetos da ciéncia” (ALMOULOUD; SILVA, 2012, p. 65).
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A ED é uma metodologia de pesquisa em Educacdo Matematica que iniciou com
investigacdes na decada de 1970, na Franca. Tais investigacdes analisavam sequéncias didaticas
em sala de aula, mas sem uma metodologia que auxiliasse os pesquisadores a preparar e analisar
essas sequéncias, pois as metodologias originadas da Educacdo ndo atendiam as necessidades
do conteddo matematico (BITTAR, 2017).

Diante disso, estudos comegaram a ser sistematizados, a partir da década de 1980, por
Guy Brousseau, Yves Chevallard e Régine Douady (BITTAR, 2017). De acordo com Bittar
(2017, p. 102), as experimentacdes realizadas em salas de aula seguiam padrdes quanto ao seu
preparo, a realizagdo com estudantes e a analise dos dados. Essas experimentagdes “[...] tinham
em comum o desejo de levar o aluno a construir seu conhecimento” (BITTAR, 2017, p. 2). Ao
final da década de 1980, Michele Artigue publicou um artigo na Recherches en Didactique des
Mathématiques, a fim de sistematizar e disseminar a ED como metodologia de pesquisa.

Almouloud e Silva (2012) apresentam a ED como uma metodologia de pesquisa capaz
de ressaltar os fenémenos didaticos em condicGes proximas ao funcionamento de uma sala de
aula.

A seguir, apresentamos as quatro fases da ED, conforme esclarecem Almouloud e Silva
(2012) e Bittar (2017).

Anélise preliminar: essa fase consiste em um estudo epistemoldgico do objeto
matematico que seréa foco da sequéncia didatica, e fornecera subsidios ao pesquisador para a
elaboracdo da sequéncia didatica. Nessa fase, é necessario realizar um estudo do ponto de vista
do ensino habitual, que pode ser feito por meio de analise de livros didaticos, orientacGes
curriculares e outros. Além disso, € importante buscar pesquisas a respeito do objeto de estudo,
que abordem as concep¢des dos alunos, dificuldades e obstaculos. Nesse primeiro momento,
sdo formuladas hipoteses de pesquisa que fundamentardo a construcdo da sequéncia didatica.

Concepcdo e analise a priori das situacfes a serem propostas: essa fase corresponde a
discussdo e descricdo de como o contetdo, que sera foco da sequéncia didatica, é considerado
ou modelado dentro da pesquisa didatica. Nessa fase, ¢ realizada uma anélise de como o aluno
pode resolver as atividades; quais conceitos sdo utilizados nas estratégias de resolucédo; quais
dificuldades os alunos podem ter; o que o aluno precisa saber para resolver a atividade; e que
tipo de controle o aluno tem sobre sua acdo. Em sintese, o0 objetivo da andlise a priori é
determinar de que forma as escolhas efetuadas permitem controlar os comportamentos dos
alunos e o sentido desses comportamentos.

Realizacdo da sequéncia didatica: essa fase € 0 momento da implementagéo do processo

didatico, aplicacdo da sequéncia didatica, ou de realizar a chamada experimentacdo. Nesse
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momento € desenvolvida uma andlise in vivo, ao se interpretar em tempo real o que esta
ocorrendo na sala de aula. Ao realizar a sequéncia didatica, o pesquisador ir& observar os alunos
e refletir sobre questdes do tipo: é essa a sessdo prevista? Que regras norteiam as interacoes
entre os diferentes atores na turma? E possivel identificar as regras estaveis e as regras
variaveis?

Anadlise a posteriori e validacao: essa quarta fase da ED é organizada em confronto com
0 previsto na analise a priori e com 0s objetivos a serem alcancados. Essa comparacao deve ser
realizada como forma de validar ou ndo as hipoteses formuladas na investigacao.

Conforme afirma Bittar (2017), a ED € uma metodologia de pesquisa aberta, ou seja, 0
pesquisador, durante a realizacdo da sequéncia didatica e ao analisar os resultados obtidos, pode
planejar outra situacdo ou alterar uma situacdo planejada, com base no confronto entre as
analises a priori e a posteriori, e constatar que o estudante, por exemplo, pode estar
mobilizando uma falsa concepcéo.

A ED é uma metodologia de pesquisa cujo objetivo é promover a construcdo do
conhecimento pelo aluno. O professor possui papel importante, pois essa metodologia propde
analisar o que ocorre ao longo do processo de ensino, conforme a situacdo vai se desenvolvendo
em sala de aula. Nesse sentido, o pesquisador pode, com apoio dos estudos realizados na fase
das analises preliminares, executar quaisquer mudancas na sequéncia didatica que sejam
necessarias para favorecer a aprendizagem do estudante (BITTAR, 2017).

Assim, é primordial que o pesquisador conheca duvidas e concepg¢des que os alunos
normalmente apresentam, relacionados ao conceito que é objeto de estudo. Dessa forma, Bittar
(2017) ressalta que, para tudo isso, uma anélise criteriosa da sequéncia didatica é fundamental,
bem como das atividades propostas e das estratégias possiveis de serem usadas pelos alunos,
justificando a importancia de uma andlise a priori bem realizada.

CorrecOes durante o percurso ndo implicam que sejam feitas mudancas para obrigar o
aluno a seguir determinado caminho, de acordo com o previsto na analise a priori (BITTAR,
2017). Caso o pesquisador perceba que o aluno estad mobilizando uma concepgéo errénea, o
pesquisador deve propor a ele situagcdes que lhe permitam confrontar suas concepgoes. Bittar
(2017) explica que ndo se deseja cumprir ou aplicar uma sequéncia didatica inteira, tal como
foi prevista. Segundo a autora ja citada, a analise a priori ndo é uma receita a ser seguida, mas
um exercicio de reflexdo e preparo para a atuacdo do pesquisador no momento da realizacéo

das atividades com os alunos.
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No que diz respeito ao uso da ED no contexto desta pesquisa, as acOes realizadas em
cada uma das fases sao descritas nas subsec¢des a seguir, com excecao das analises preliminares,

pois foram apresentadas no capitulo 1.
2.4 Contexto da pesquisa

2.4.1 A pesquisa-piloto

Com o objetivo de melhorar as tarefas e preparar os integrantes que fizeram parte da
equipe para a implementacdo da sequéncia didatica, realizamos uma pesquisa-piloto, também
denominada preé-teste, conforme apresentam Lakatos e Marconi (1992). Segundo as autoras,
“[...] a pesquisa-piloto tem, como uma das principais funcdes, testar o instrumento de coleta de
dados” (LAKATOS; MARCONI, 1992, p. 129). Entendemos que esse processo de teste permite
corrigir equivocos presentes nas tarefas, pois “uma vez constatadas as falhas, reformula-se o
instrumento, conservando, modificando, ampliando, desdobrando ou alterando itens”
(LAKATOS; MARCONI, 1992, p. 129).

Ainda, Lakatos e Marconi (1992) esclarecem que a pesquisa-piloto pode evidenciar trés
elementos importantes: a) fidedignidade - diz respeito a autenticidade dos resultados, ou seja,
se serdo obtidos sempre os mesmos resultados, independentemente da pessoa que o aplica; b)
validade - refere-se ao que € esperado de dados; isto €, se os dados que foram obtidos serdo
todos necessarios a pesquisa, e se nenhum fato, dado ou fenémeno foi deixado de lado na coleta;
e c) operatividade - esta relacionada ao vocabulério utilizado, se ele é acessivel a todos 0s
entrevistados, e se o significado das questdes € claro.

Desse modo, compreendemos que a pesquisa-piloto também pode contribuir com a
andlise a priori, pois permite prever possiveis estratégias de resolucdo. Lakatos e Marconi
(1992, p. 130) ressaltam que “o pré-teste permite também a obtencdo de uma estimativa sobre
os futuros resultados, podendo, inclusive, alterar hipoteses, modificar varidveis e a relagéo entre
elas. Dessa forma, haverd maior seguranca e precisao para a execucao da pesquisa”.

A pesquisa-piloto foi realizada na forma de curso de extensdo da construcdo do fractal
Arvore Pitagorica, utilizando o GeoGebra Classroom. Tal oficina foi realizada em 01 de
dezembro de 2021 com 8 alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
Estadual do Parand, campus de Unido da Vitoria. A experiéncia ocorreu de forma remota, em

virtude da suspensdo das atividades presenciais das universidades estaduais do Estado do
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Parang, em razdo da pandemia da Covid-19. Foram utilizadas as plataformas GeoGebra
Classroom, Google Forms e Google Meet, e o0 curso teve duracdo de 3 horas-aulas.

Para a preparacdo e realizacdo da oficina, o autor deste trabalho formou uma equipe
composta por quatro professoras e trés alunas da graduacdo. Os integrantes da equipe do curso
de extensdo tiveram a funcéo de realizar intervencdes com o intuito de auxiliar os cursistas que
apresentassem dificuldades quanto a utilizacdo do GeoGebra Classroom e a resolugdo das
tarefas matematicas.

Para a inscricdo no curso de extensdo, foi disponibilizado um formulario do Google
Forms aos alunos da graduacdo. Os inscritos receberam por e-mail links de acesso a sala de
aula do GeoGebra Classroom e a reunido no Google Meet. No inicio da oficina, uma das
professoras realizou uma breve apresentacdo em slides sobre aspectos basicos da Geometria
dos Fractais. Em seguida, enviamos por e-mail um tutorial da construcdo, considerando que os
alunos poderiam consultar o material quando precisassem.

Ap6s a apresentacio, iniciou-se a construgdo do fractal Arvore Pitagdrica no GeoGebra
Classroom. O applet utilizado no curso de extensdo foi 0 GeoGebra Calculadora Grafica, pois
possibilita aos usuarios o0 acesso a diversas categorias de ferramentas, e acompanhamento dos
elementos na janela de algebra durante a criagdo de novos objetos na janela grafica.

A construcdo do fractal Arvore Pitagorica aconteceu em etapas, e ao final de cada uma,
o0s participantes responderam a tarefa correspondente aquela etapa. Podemos tomar como

exemplo a construcdo até a Etapa 0, conforme mostram as figuras a seguir.

Figura 27 - Passo 1 Figura 28 - Passo 2

Fonte: o autor (2022). / - .\

Fonte: o autor (2022).
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Figura 29 - Passo 3 Figura 30 - Passo 4

pol1

Fonte: o autor (2022). D E
o )

Fonte: o autor (2022).

Os cursistas construiram o tridngulo retangulo inicial e o tronco da Arvore Pitagorica;
em seguida, responderam a guestionamentos semelhantes aos apresentados a seguir:

Tarefa 0

1) Qual ¢é a quantidade de quadrados na Etapa 0? Considere | como a medida do lado
do quadrado. Essa informacao serd Util posteriormente para o célculo do perimetro nas
proximas etapas.

2) Qual é a medida do perimetro de cada quadrado na Etapa 0? Considere Ao como a
medida da &rea de cada quadrado nessa etapa. Essa informacao sera Util posteriormente para
o calculo da area nas proximas etapas.

Os cursistas tiveram de 5 a 10 minutos para enviar as respostas por meio de um
formulario do Google. Apds o envio das respostas, o formulario foi travado para ndo aceitar
mais envios, e ficou disponivel apenas na préxima tarefa.

Ao final de cada etapa e envio das repostas, foi realizada uma discussédo das respostas
da respectiva tarefa. Para isso, duas professoras da equipe revezaram a apresentacdo e
explicacdo de cada resolucdo. No momento da discussdo, os alunos foram questionados sobre
as respostas apresentadas e incentivados a explicar o raciocinio utilizado. Os alunos
apresentaram um comportamento timido durante todo o desenvolvimento do curso de extenséo,
e trés deles ligaram o microfone para falar a respeito das solugdes obtidas; os demais utilizaram
0 chat para interagir.

Durante o desenvolvimento da oficina foi possivel observar, por intermédio do recurso
de visdo geral da sala do GeoGebra Classroom, as tentativas de construcio da Arvore Pitagorica
pelos cursistas, quando eles apagavam os objetos construidos e refaziam as etapas.

Apbs a conclusdo da oficina, os participantes responderam um formulario com

questionamentos relacionados a utilizacdo do GeoGebra, manuseio do software, conhecimentos
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a respeito da Geometria dos Fractais, pontos positivos e negativos do curso de extenséo, e
possiveis aprendizados. Esse formulério teve como finalidade evidenciar elementos que
poderiam contribuir com a analise e aperfeicoamento da sequéncia didatica.

Em relacdo as respostas dos cursistas, 0 curso evidenciou que nem todos os participantes
conheciam o GeoGebra. No que se refere aos alunos que conheceram o GeoGebra apenas na
oficina, eles informaram que ficaram surpresos com a quantidade de ferramentas disponiveis
para a realizacdo de célculos e construgoes.

Em vista disso, cabe destacar que todos os participantes mencionaram que o curso de
extensdo proporcionou aprendizado acerca do GeoGebra, bem como de novas alternativas e
perspectivas de utilizagdo do software. Evidenciamos, ainda, que seis aprendizes tiveram
dificuldade em compreender a interface do GeoGebra. Entretanto, consideram sua habilidade
no manuseio do software como regular.

Sobre conhecer a Geometria dos Fractais, quatro participantes afirmaram nunca ter
ouvido falar do assunto, e os outros quatro informaram conhecer o tema de forma superficial.
Quando questionados sobre como conheceram a Geometria dos Fractais, os estudantes
relataram que foi mediante: conversas com amigos e professores; disciplinas de
Instrumentalizacdo (Tridangulo de Sierpinski) e Ensino de Matematica (Hexagono de Direr);
curiosidade; e Educacdo Basica.

Ademais, dentre varias no¢Bes novas que nao conheciam de Geometria dos Fractais, um
participante salientou que as breves explicacbes da professora sobre o assunto o deixaram
curioso para buscar mais sobre o assunto. Em suas palavras, entendeu questdes que envolvem
a Arvore Pitagorica e calculos possiveis de desenvolver em uma anélise de fractal.

Outros pontos do curso de extensdo destacados pelos participantes foram a abordagem
dindmica, clara e objetiva para socializacdo e compartilhamento de ideias e métodos durante o
desenvolvimento da oficina, e a possibilidade de o estudante conhecer assuntos que nao sdo
apresentados em sala de aula.

A respeito de aspectos negativos, 0s estudantes consideraram curto o tempo
disponibilizado para responder os formularios, bem como insuficiente o periodo de 3 horas de
curso para explorar elementos do GeoGebra, sugerindo a realiza¢cdo em dois momentos, além
de relatarem que a realizagéo do curso de forma remota tornou a implementacéo dificil.

Dessa forma, com base no desenvolvimento do minicurso e nos apontamentos
apresentados pelos participantes, identificamos a necessidade de realizar a implementacéo da
sequéncia didatica em um periodo maior que as 3 horas disponibilizadas no curso de extensdo.

Além disso, a realizacdo da experimentacdo foi organizada para ocorrer de forma presencial.
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Consideramos, com base no desenvolvimento do minicurso, que os enunciados das tarefas e o
passo a passo da construcdo estavam bem esclarecidos, e assim ndo foi necessario fazer
alteracdes. Ademais, ndo mudamos a ordem da introducdo do assunto, realizacao das tarefas e

formalizacdo.

2.4.2 Caracterizacao do colégio e participantes da pesquisa

Antes da realizacdo dos encontros para a implementagdo da sequéncia didatica, o
pesquisador realizou um periodo exploratério com duracdo de 8 horas-aulas, cujo objetivo foi
proporcionar uma imersdo no contexto geral do colégio.

Para isso, 0 pesquisador acompanhou as aulas de Matemaética da professora regente,
observando aspectos relacionados ao desenvolvimento do estudo. Esse periodo exploratério
permitiu que o pesquisador definisse procedimentos adequados a investigacao.

O colégio do campo de pesquisa localiza-se na cidade de Unido da Vitoria — PR e oferta
as modalidades de Ensino Fundamental — Anos Finais, Ensino Médio, Formacao de Docentes
da Educacdo Infantil, e os cursos de Técnico em Enfermagem e Técnico em Seguranca do
Trabalho. Além disso, o colégio comporta 32 turmas e atende 785 alunos.

Dentre os aspectos observados, destacamos que o colégio possui apenas um laboratorio
de informética para todas as turmas. Isso fez com que o pesquisador e a professora regente
precisassem reservar o laboratério de informatica para utilizacdo, sempre em consenso com 0s
outros professores do colégio para ndo ocorrer conflitos de horarios e prejudicar o
desenvolvimento da investigacao.

Uma das possibilidades de construcio do fractal Arvore Pitagérica é com a utilizagdo
do GeoGebra Classroom. Contudo, em um dos dias que o pesquisador acompanhou as aulas da
professora regente, o colégio ficou sem energia elétrica, e em outro dia, a rede de internet do
colégio apresentou instabilidade. Por esses motivos, o pesquisador e a professora regente
optaram por instalar o software GeoGebra nos computadores do laboratdrio de informatica,
para o caso de o colégio ficar sem acesso a internet, prejudicando a utilizacdo do GeoGebra
Classroom.

Outro aspecto observado foi que os estudantes da turma da professora regente ja haviam
trabalhado com o software GeoGebra em sala de aula. I1sso colaborou com o desenvolvimento
da sequéncia didatica.

A implementac&o foi realizada em uma turma do 3° ano do Ensino Médio e contava com

34 estudantes. Todos desenvolveram as tarefas propostas, mas apenas 17 estudantes
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devolveram os Termos de Assentimento Livre e Esclarecido - TALE e Consentimento Livre e
Esclarecido - TCLE assinados. Por esse motivo, as analises realizadas sdo com base nas tarefas
desses 17 estudantes.

A equipe que aplicou a sequéncia didatica foi composta pelo pesquisador, pela
professora regente da turma e por duas professoras colaboradoras que auxiliaram no decorrer

do desenvolvimento das tarefas.

2.4.3 Implementacéo e producéo dos dados

A implementacdo ocorreu nos dias 12 e 26 de abril e 03 de maio de 2022, com duracao
de 8 horas-aulas, dividida em 3 horas-aulas para os dois primeiros encontros e 2 horas-aulas
para o ultimo.

As tarefas que compdem a sequéncia didatica foram divididas em cinco etapas (Etapa
0, Etapa 1, Etapa 2, Etapa 3 e Etapa N), perpassando as etapas da construcao do fractal Arvore
Pitagdrica.

A seguir, elencamos os objetivos dos itens das tarefas:

e Encontrar a quantidade de quadrados construidos na etapa;

e Encontrar a quantidade total de quadrados na etapa;

e Encontrar a medida do lado do quadrado construido na etapa;

e Encontrar a medida do perimetro dos quadrados construidos na etapa;
e Encontrar a medida da area dos quadrados construidos na etapa; e

e Encontrar a medida da area total da figura na etapa.

Cabe observar que, na Etapa N, os itens tinham por objetivo construir uma generalizacao
(férmula).

No primeiro encontro da implementacdo, o pesquisador apresentou uma introducéao
tedrica a respeito da Geometria dos Fractais, em especial do fractal Arvore Pitagérica. Dentre
as nogOes apresentadas, podemos citar o aspecto historico do estudo dos fractais e as principais
propriedades: autossimilaridade, complexidade infinita e dimensdo fracionaria.

Apos a introducdo feita pelo pesquisador, os estudantes formaram duplas para a
realizacdo das tarefas. A construcdo do fractal foi conduzida por uma das professoras
colaboradoras. A aula teve o seguinte desenvolvimento:

» Construcgéo da etapa do fractal;
» Resolucdo da tarefa, pelo estudante, correspondente aquela etapa;
> Discusséo da resolucdo da tarefa;
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» [Fechamento da tarefa correspondente a etapa; e
» Construgdo da proxima etapa.

Assim, sucessivamente, as atividades ocorreram até chegar a tarefa correspondente a
Etapa N, que ndo necessita do software para a construcdo, uma vez que indica o fractal em sua
n-ésima etapa.

Assim, durante o desenvolvimento das tarefas, a equipe que aplicou sequéncia didatica
realizou observacOes no diario de campo acerca das estratégias e dificuldades apresentadas
pelos estudantes. Além disso, a equipe também auxiliou os estudantes que apresentaram
dificuldades, tanto na utilizacdo do GeoGebra, por exemplo, na manipulagdo dos recursos do
software durante a parte de criacdo dos poligonos e da ferramenta que agiliza a construcdo do
fractal; quanto na resolucdo das tarefas matematicas, por exemplo, ao demonstrarem davidas
referentes ao procedimento de generalizacao.

No primeiro dia de implementagao, foi possivel realizar a construgdo da Etapa 0, sua
resolucéo e discussdo, e a Etapa 1 e sua resolugdo. No segundo encontro da implementacéo
ocorreu o prosseguimento ao planejamento da investigacdo, e realizou-se a discussao da Etapa
1, construcdo da Etapa 2, sua resolucdo e discussdo, construcdo da Etapa 3, sua resolucdo e
discussdo, e resolucdo da tarefa correspondente a Etapa N. No Ultimo encontro realizou-se a
discusséo e formalizag&o da tarefa correspondente a Etapa N.

Na subsecdo seguinte, apresentamos os critérios adotados para a analise dos dados
coletados, considerando o aporte tedrico-metodoldgico escolhido para o desenvolvimento desta

pesquisa.

2.5 Critérios de anélise

Com base na TAD, analisamos os dados produzidos na implementacdo da sequéncia
didatica. Nesse sentido, conforme Chevallard (1998) observa, a TAD possibilita analisar
qualquer atividade humana por meio de uma organizagdo praxeologica.

Assim, a analise a priori neste estudo modela, em termos de praxeologia, o conteddo
matematico que ¢ foco da sequéncia didatica, ou seja, assuntos possiveis de serem abordados a

partir da Geometria dos Fractais, mais especificamente da Arvore Pitagérica.

1 Nos apéndices deste trabalho apresentamos o tutorial que foi utilizado para a construcéo da Arvore Pitagdrica no
software GeoGebra e as tarefas que compdem a sequéncia didatica. No tutorial estdo descritos 0 passo a passo
da construcéo e 0 momento previsto para a realizacdo das tarefas. Por esse motivo, aqui ndo descrevemos no que
consiste cada uma das etapas. Sugerimos a leitura desses materiais contidos nos apéndices.
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No que diz respeito a analise a posteriori, que consiste na analise dos dados produzidos,
ela é realizada em termos de contraste, validacdo e comparacdo com as hipoOteses de
investigacdo das etapas anteriores.

Embora sejam apresentados os momentos didaticos que fazem parte da OD, neste
trabalho, o nosso foco é a analise da OM. Para tanto, realizamos a analise da OM, apresentamos
0s quartetos praxeoldgicos mobilizados pelos estudantes durante a resolucdo das tarefas, e
confrontamos com os quartetos praxeologicos modelados em nossa analise a priori.

Em seguida, de posse do quarteto praxeologico que pode ser identificado na OM
elaborada no contexto da sequéncia didatica implementada, estabelecemos uma relagdo com a
BNCC, com o propdsito de responder ao problema de pesquisa: quais habilidades e objetos de
conhecimento da area de Matematica e suas Tecnologias preconizados na Base Nacional
Comum Curricular - BNCC sdo mobilizados por estudantes do Ensino Médio durante a
construc&o do fractal Arvore Pitagérica no software GeoGebra?

Na subsec¢do seguinte, apresentamos a analise a priori da Organizacdo Praxeoldgica.

2.6 Analise a priori

Nesta subsecdo, realizamos a analise a priori, caracterizando o conteudo matematico
dentro da sequéncia didatica, no caso deste trabalho, a OM para o célculo da medida do
perimetro e da area do fractal Arvore Pitagérica. Com o objetivo de sistematizar as analises que
modelam praxeologias mobilizadas pelos estudantes do EM, elaboramos quadros relacionando
0s quartetos praxeoldgicos.

Para a organizacdo da analise a priori, identificamos as tarefas e as enumeramos como
ti, ty, t, ty, ts, € tg, POIS elaboramos seis tarefas que nos permitiram alcancar o objetivo de
calcular as medidas do perimetro e da area do fractal Arvore Pitagérica. Além disso, elaboramos
cinco subtarefas® para cada tarefa; e depois, indicamos a técnica, tecnologia e teoria
correspondente a cada subtarefa.

A seguir, apresentamos o Quadro 6 com o tipo de tarefa, técnica, tecnologia e teoria
previstas para os estudantes durante o desenvolvimento da sequéncia didatica, de modo a
explorar a generalizacdo para o calculo da quantidade de quadrados construidos em cada etapa

da construcéo do fractal Arvore Pitagorica.

1 Utilizamos o termo subtarefa para nos referirmos a tarefas menores, necessarias para resolver uma tarefa maior.
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Quadro 6 - Analise a priori do Tipo de Tarefa T;

(Continua)
TZLZ?ad; Generalizar o célculo da quantidade de quadrados construidos em cada etapa da construcdo do fractal Arvore Pitagorica.
1
Tarefa t4 Construir uma férmula para o calculo da quantidade de quadrados construidos em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica.
Etapa Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria ©
t1.1: Encontrar a quantidade de ) ) heci | fi | .
uadrados construidos na Etapa 7111 Contar os quadradosuma | 6;44: Con eumento~ do elemento figura 0111: Arltmfetlca e
g 0 do fractal um. guadrado e nocdo de contagem. Geometria.
0
taéagggggzgg l?il:j?)r;“ndaa(é?adz T1.,.1: Contar os quadrados uma | 6, 1: Conhecimento do elemento figural 01, .1: Aritmética e
g 1 do fractal P um. quadrado e nogdo de contagem. Geometria.
1
[ T134: Contar os quadradosuma | 6,3 1: Conhecimento do elemento figural 01.3.1: Aritmética e
%@7 £, 5: Encontrar a quantidade de um. quadrado e nogdo de contagem. Geometria.
1.3
quadradoszcggs;ctrggg CI)S na Etapa T1.32: Multiplicar a quantidade 01 3.,: Conhecimento do elemento figural 0,.3,: Algebra,
' de quadrados construidos na guadrado, nogéo de proporcéo e Aritmética e
2 Etapa 1 por 2. multiplicacdo aritmética. Geometria.
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(Concluséo)

01.4.1: Conhecimento do

oo o elemento figural quadrado e Ari?r;'gﬁ::a o
. Lo | s Encontrar a quantidade de T1.4.1: Contar os quadrados um a um. noc¢do de contagem. Geometria
&% > 1.4 drad truid .
quadrados construldos na T1.4.2: Multiplicar a quantidade de quadrados 61 4.2: Conhecimento do <
Etapa 3 do fractal . . 014, Algebra
3 ' construidos na Etapa 2 por 2. elemento figural quadrado, X;'iztmética o
nogao de proporgéo e Geometria
multiplicacdo aritmética. '
t; 5: Construir uma formula T,51: ldentificar o padrédo figural do fractal, identificar 6. - -+ Identificacio da )
para o célculo da quantidade | uma relagdo numeérica entre a quantidade de quadrados corlhsiéxidade inf?nita do 0,.5.1: Algebra,
N de quadrados construidos na construidos e os niveis, e escrever algebricamente a fracta? n0c30 de relacio de Aritmética e
Etapa N do fractal Arvore expressao para o calculo da quantidade de quadrados , 0% ¢ Geometria.

Pitagorica.

construidos em uma etapa qualquer.

recorréncia e potenciagao.

Fonte: o autor (2022).
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Em vista do que foi apresentado no Quadro 6, descrevemos possiveis respostas para
cada uma das subtarefas. Em relacéo as subtarefas t; ; e t; ,, escolnemos a contagem um a um
dos quadrados construidos como estratégia de resolucdo. Para a subtarefa t; ;, o total de
quadrados construidos é igual a um; e para a subtarefa t; ,, o0 total de quadrados construidos é
igual a dois.

No que diz respeito as subtarefas t; 5 € t; 4, escolnemos duas estratégias de resolu¢édo: a
contagem um a um dos quadrados construidos, e multiplicar a quantidade de quadrados
construidos na etapa anterior por dois. A razdo para essa escolha é que em cada iteragdo sdo
construidos dois novos quadrados em cada quadrado da etapa anterior. Para a subtarefa t; 5, 0
total de quadrados construidos € igual a quatro; e para a subtarefa t; 4, 0 total de quadrados
construidos é igual a oito.

Para a subtarefa t, <, a estratégia de resolucéo foi identificar o padrao figural do fractal,
em seguida, identificar uma relacdo numeérica entre a quantidade de quadrados construidos e 0s
niveis, e escrever algebricamente a expressdo para o célculo da quantidade de quadrados
construidos em uma etapa qualquer. O padrdo figural do fractal e a relagdo numérica entre a
quantidade de quadrados construidos e 0s niveis ocorre da seguinte maneira: da Etapa O para a
Etapa 1, a quantidade de quadrados construidos passa de um para dois; da Etapa 1 para a Etapa
2, a quantidade de quadrados construidos passa de dois para quatro; e da Etapa 2 para a Etapa
3, a quantidade de quadrados construidos passa de quatro para oito. Nesse sentido, é possivel
escrever algebricamente a expressdo para o calculo da quantidade de quadrados construidos em
uma etapa qualquer na forma 2™, em que n corresponde ao nivel do fractal.

A seguir, apresentamos o Quadro 7, com a analise praxeoldgica do tipo de tarefa T,
referente a tarefa t,, de modo a explorar a generalizacdo para o célculo da quantidade total de

quadrados em cada etapa da construcdo do fractal Arvore Pitagorica.
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Quadro 7 - Anélise a priori do Tipo de Tarefa T,

(Continua)
TZLE?ad; Generalizar o célculo da quantidade total de quadrados em cada etapa da construcéo do fractal Arvore Pitagorica.
2
Tarefa t, Construir uma formula para o calculo da quantidade total de quadrados em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica.
Etapa Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria ©
t, 1: Encontrar a quantidade ) . P
total de quadrados na Etapa 0 do | 7, ;;: Contar os quadrados um a um. fi 92-1|-1' Conheumentq do elemento 02.1.1: Aritmetica
fractal. igural quadrado e nogdo de contagem. e Geometria.
0
<X> T2.9.1: CONtar 05 quadrados um a um 0, » 1: Conhecimento do elemento
2.2.1. . - ~
t, ,: Encontrar a quantidade figural quadrado e nocédo de contagem. o Aritmética
total de quadrados na Etapa 1 do | 7, ,: Somar os quadrados construidos 0. . - Conhecimento do elemento Zéztlaéometria
fractal. nessa etapa com o total de quadrados da figlzirzail quadrado e nogao de soma '
1 Etapa 0. aritmética.
[ ) 0, 5 1: Conhecimento do elemento
i . 72,31+ CoNtar os quadrados um a um. figural quadrado e nogdo de contagem
t, 3: Encontrar a quantidade ' 0. .+ Aritmética
total de quadrados na Etapa 2 do | 7,5,: Somar os quadrados construidos 0. .. Conhecimento do elemento Zégééometria
fractal. nessa etapa com o total de quadrados da fiaa'rza'tl quadrado e nogao de soma '
2 Etapa 1. aritmética.
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(Concluséo)

0,.4.1: Conhecimento do

O OO ..+ Contar os quadrados um a um elemento figural quadrado e
b @ <@ | ty.4: Encontrar a quantidade 241 q ' nocédo de contagem. Og41:
total de quadrados na Etapa 3 T, 4.0¢ SOmar 0s quadrados construidos nessa etapa com . Arltmetlc_a €
do fractal. o total de quadrados da Etapa 2 6, 4 »: Conhecimento do Geometria.
3 g pac. elemento figural quadrado e
nocao de soma aritmética.
£, < Construir uma formula Tycq! Ident|f~|car 0 pgqlrao figural do fr_actal, identificar 0, 5 .: Identificacio da )
. . uma relagdo numérica entre a quantidade total de . A 0,5 4: Algebra,
para o célculo da quantidade P . complexidade infinita do P
N guadrados e 0s niveis, e escrever algebricamente a « ~ Aritmética e
total de quadrados da Etapa N ~ . - fractal, nocdo de relacéo de .
expressdo para o calculo da quantidade total de Geometria.

do fractal Arvore Pitagorica.

guadrados em uma etapa qualquer.

recorréncia e potenciacao.

Fonte: o autor (2022).
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Diante da descricao realizada no Quadro 7, apresentamos possiveis respostas para cada
uma das subtarefas. Em relacdo a subtarefa t,,, a estratégia de resolucdo escolhida foi a
contagem um a um dos quadrados da Etapa 0, totalizando um quadrado.

Em relacdo as subtarefas t,,, t,3 € t,4, Ooptamos por resolvé-las utilizando duas
estratégias: a primeira foi a contagem um a um dos quadrados da respectiva etapa; e a segunda
foi somar a quantidade de quadrados construidos na respectiva etapa com a quantidade de
quadrados da etapa anterior. Para a subtarefa t, ,, 0 total de quadrados € trés (2 + 1); para a
subtarefa t, 5, 0 total de quadrados é sete (4 + 3); e para a subtarefa t, 4, 0 total de quadrados é
quinze (8 + 7).

No que diz respeito a subtarefa t, s, a estratégia de resolucéo foi identificar o padrdo
figural do fractal; depois, identificar uma relacdo numérica entre a quantidade total de
quadrados e os niveis, e escrever algebricamente a expressao para o calculo da quantidade total
de quadrados em uma etapa qualquer. Dessa forma, o padrdo figural do fractal identificado e a
relacdo numérica entre a quantidade total de quadrados e 0s niveis ocorre da seguinte maneira:
da Etapa O para a Etapa 1, a quantidade total de quadrados passa de um para trés; da Etapa 1
para a Etapa 2, a quantidade total de quadrados passa de trés para sete; e da Etapa 2 para a Etapa
3, a quantidade total de quadrados passa de sete para quinze. Nesse sentido, é possivel escrever
algebricamente a expressao para o calculo da quantidade total de quadrados em uma etapa
qualquer na forma 2™*1 — 1, em que n corresponde ao nivel do fractal.

A seguir, apresentamos 0 Quadro 8, com a anéalise praxeoldgica do tipo de tarefa T,
referente a tarefa t5, de modo a explorar a generalizagdo para o calculo da medida do lado de

cada quadrado construido em cada etapa da construcao do fractal Arvore Pitagérica.
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Quadro 8 — Analise a priori do Tipo de Tarefa T;

(Continua)

Tipo de
TarefaT,

Generalizar o célculo da medida do lado de cada quadrado construido em cada etapa da construcéo do fractal Arvore Pitagorica.

Tarefa t3

Construir uma formula para o calculo da medida do lado de cada quadrado construido em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica,

considerando 1 cm como a medida do lado do quadrado inicial.

Etapa

Subtarefa

Técnicat

Tecnologia 8

Teoria ®

t;1: Encontrar a medida
do lado de cada
guadrado construido na
Etapa 0 do fractal.

T3.1.1: Considerar a medida apresentada no
enunciado da tarefa.

65 .1.1: Interpretacdo do enunciado
matematico.

034 1: Aritmética.

t3,: Encontrar a medida
do lado de cada
quadrado construido na
Etapa 1 do fractal.

T3,.1: Reconhecer o triangulo reténgulo isésceles
formado pelo modelo gerador, considerar a medida
do lado do quadrado da Etapa 0 como a hipotenusa
do tridngulo formado, aplicar o Teorema de
Pitagoras, operar algebricamente e operar nimeros
irracionais.

05, 1: Conhecimento do elemento
figural tridngulo retangulo isdsceles,
da aplicacdo do Teorema de
Pitagoras, de soma algébrica, e de
multiplicacdo de nimeros irracionais.

03, 1: Algebra,
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

t3 3: Encontrar a medida
do lado de cada
quadrado construido na
Etapa 2 do fractal.

T33.1: Reconhecer o tridngulo reténgulo isosceles
formado pelo modelo gerador, considerar a medida
do lado dos quadrados construidos na Etapa 1
como a hipotenusa dos triangulos formados, aplicar
0 Teorema de Pitagoras e operar algebricamente.

05 5 1: Conhecimento do elemento
figural tridngulo retangulo isdsceles,
da aplicacdo do Teorema de
Pitagoras, de soma algébrica, e de
multiplicacdo de nimeros irracionais.

033 1: Algebra,
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.
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(Concluséo)

OO o4

$5

t34: Encontrar a medida

do lado de cada quadrado

construido na Etapa 3 do
fractal.

T34.1: Reconhecer o tridngulo retangulo isésceles
formado pelo modelo gerador, considerar a medida
do lado dos quadrados construidos na Etapa 2
como a hipotenusa dos triangulos formados, aplicar
0 Teorema de Pitagoras e operar algebricamente.

03 4.1: Conhecimento do elemento
figural triangulo retangulo
isdsceles, da aplicacdo do Teorema
de Pitagoras, de soma algébrica, e
de multiplicacdo de numeros
irracionais.

03.4.1: Algebra,

Aritmética,

Geometria e

Grandezas e
medidas.

t3 5: Construir uma
férmula para o calculo da
medida do lado de cada
guadrado construido na
Etapa N do fractal Arvore
Pitagdrica.

T3.5.1: Identificar um fator comum entre as
subtarefas anteriores, uma relagdo numeérica entre a
medida do lado de cada quadrado construido e os
niveis, e escrever algebricamente a expressao para
o calculo da medida do lado de cada quadrado
construido em uma etapa qualquer.

05 .5.1: Nocéo de relacdo de
recorréncia; de potenciacdo de
nameros inteiros, racionais e
irracionais; e de progressao
geomeétrica.

O35 4: Algebra e

Aritmética.

Fonte: o autor (2022).
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Em vista do que foi apresentado no Quadro 8, descrevemos possiveis respostas para
cada uma das subtarefas. Em relacdo a subtarefa t5 ;, a estratégia de resolucdo utilizada foi
considerar a medida apresentada no enunciado da tarefa; logo, a medida do lado do quadrado é
lcm.

Para as subtarefas t; ,, t; 5 € t34, a estratégia de resolucdo utilizada foi reconhecer o
triangulo retangulo isdésceles formado entre os quadrados construidos a partir do modelo
gerador, e aplicar o Teorema de Pitagoras. Considerando que a medida do lado do quadrado da
Etapa 0 € 1 cm e que um dos lados desse quadrado corresponde a hipotenusa do triangulo
retangulo isésceles formado, aplicamos o Teoremas de Pitagoras:

a? = b% + c?

Onde a = 1 e sabendo que o triangulo é isdsceles, temos que b = ¢, onde b e ¢ S0 0S
catetos do triangulo. Temos:

12 = b2 + b?
12 = 2b2

Resolvendo a equacdo, teremos:

Logo, a medida do lado do quadrado construido na Etapa 1 é \/Z—E cm.

Repetimos 0 mesmo processo para as subtarefas ¢ ; e t; 4. Considerando que a medida
do lado do quadrado da Etapa 1 é \/2—7 cm, e que um dos lados desse quadrado corresponde a

hipotenusa do tridngulo retangulo isésceles formado, aplicamos o Teoremas de Pitagoras:

a’ = b? + c?
(7)

Yol 2 2
2> b“+b
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Assim, a medida do lado do quadrado construido na Etapa 2 € g cm.

Em relacdo a subtarefa t5 ,, considerando que a medida do lado do quadrado da Etapa 2
é % cm, e que um dos lados desse quadrado corresponde a hipotenusa do tridngulo retangulo

isosceles formado, aplicamos o Teoremas de Pitagoras:

a® = b? + c?

N

=b*+b?

N
— DNIr

Nl NP N

N———

N

N——
I
N
S
N

= +/2b?

Il
)

Portanto, a medida do lado do quadrado construido na Etapa 3 é ‘i—i cm.

Para a subtarefa t5 ¢, a estratégia de resolugéo escolhida foi identificar um fator comum
entre as subtarefas anteriores, uma relacdo numérica entre a medida do lado de cada quadrado

construido e os niveis, e escrever algebricamente a expressao para o calculo da medida do lado
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de cada quadrado construido em uma etapa qualquer. O fator comum entre as subtarefas
anteriores e relacdo numérica entre a quantidade de quadrados construidos e 0s niveis ocorre da
seguinte maneira: da Etapa O para a Etapa 1, a medida do lado quadrado construido passa de 1

cm para ? cm; da Etapa 1 para a Etapa 2, a medida do lado quadrado construido passa de g

cm para % cm; e da Etapa 2 para a Etapa 3, a medida do lado quadrado construido passa de % cm

2 . . ‘ - ~ .
para % cm. Nesse sentido, é possivel escrever algebricamente a expressdo para o célculo da

n
medida do lado do quadrado construido em uma etapa qualquer na forma (ﬁ) , €M que n

2
corresponde ao nivel do fractal.
A seguir, apresentamos o Quadro 9, com a andlise praxeoldgica do tipo de tarefa T,,
referente a tarefa t,, de modo a explorar a generalizacdo para o calculo da medida do perimetro

de cada quadrado construido em cada etapa da construcdo do fractal Arvore Pitagorica.
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Quadro 9 — Andlise a priori do Tipo de Tarefa T,

(Continua)

Tipo de
TarefaT,

Generalizar o céalculo da medida do perimetro de cada quadrado construido em cada etapa da construcéo do fractal Arvore Pitagorica.

Tarefa t,

Construir uma formula para o calculo da medida do perimetro de cada quadrado construido em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica.

Etapa

Subtarefa

Técnicat

Tecnologia 8

Teoria ®

t4 1: Encontrar a medida do perimetro de
cada quadrado construido na Etapa 0 do
fractal.

T4.1.1: Multiplicar a medida
do lado do quadrado por 4.

04.1.1: Nogdo de multiplicagdo
aritmética e nocao geométrica de
perimetro.

04.1.1: Aritmética e
Grandezas e medidas.

t4,: Encontrar a medida do perimetro de
cada quadrado construido na Etapa 1 do
fractal.

T4.2.1: Multiplicar a medida
do lado do quadrado por 4.

04.,.1: Nogdo de multiplicagdo
aritmética e nocao geométrica de
perimetro.

0,4,1: Aritmética e
Grandezas e medidas.

t4 3: Encontrar a medida do perimetro de
cada quadrado construido na Etapa 2 do
fractal.

T43.1: Multiplicar a medida
do lado do quadrado por 4.

0, 5.1: Nogdo de multiplicacéo
aritmética e nocao geométrica de
perimetro.

0,434: Aritmética e
Grandezas e medidas.
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(Concluséo)

<> Y \2‘

FOSE

t4 4: Encontrar a medida do
perimetro de cada quadrado
construido na Etapa 3 do
fractal.

T4.4.1: Multiplicar a medida do lado do quadrado por 4.

04.4.1: Nog&0 de multiplicagdo
aritmética e nogdo geométrica
de perimetro.

CYURE
Aritmética e

Grandezas e
medidas.

t45: Construir uma formula

para o célculo da medida do

perimetro de cada quadrado
construido na Etapa N do
fractal Arvore Pitagorica.

T4.5.1: Identificar um fator comum entre as subtarefas
anteriores, uma relacdo numérica entre a medida do
perimetro de cada quadrado construido e os niveis, e
escrever algebricamente a expressdo para o calculo da
medida do perimetro de cada quadrado construido em
uma etapa qualquer.

0,451 Nocgéo de relagdo de
recorréncia; nogédo de
potencia¢do de nimeros
inteiros, racionais e irracionais;
e noc¢éo de progressdo
geomeétrica.

045 1: Algebra
e Aritmética.

Fonte: o autor (2022).
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Diante do que foi apresentado no Quadro 9, descrevemos possiveis respostas para cada
uma das subtarefas. Em relacdo as subtarefas t, 1, t42, ts3 € ts44, Optamos por utilizar a mesma
estratégia de resolugdo que corresponde a multiplicar por quatro a medida do lado do quadrado
construido. Isso porque foi considerado que a medida do perimetro é dada pela soma da medida
de todos os lados, e que o quadrado possui quatro lados. Dessa forma, para a subtarefa t, 4,

teremos 4 x 1, resultando em um perimetro de medida 4 cm; para a subtarefa t, ,, teremos

4 X g obtendo 2v2 cm como a medida do perimetro; para a subtarefa t, 3, teremos 4 x %

resultando em um perimetro de medida 2 cm; e para a subtarefa t, ,, teremos 4 X g, obtendo

v/2 cm como a medida do perimetro.

Para a subtarefa t, s, a estratégia de resolucédo escolhida foi identificar um fator comum
entre as subtarefas anteriores, uma relagdo numérica entre a medida do perimetro de cada
quadrado construido e 0s niveis, e escrever algebricamente a expressdo para o calculo da
medida do perimetro do quadrado construido em uma etapa qualquer. O fator comum entre as
subtarefas anteriores e relacdo numérica entre a medida do perimetro de cada quadrado
construido e os niveis ocorre da seguinte maneira: da Etapa O para a Etapa 1, a medida do
perimetro quadrado construido passa de 4 cm para 2+/2 cm; da Etapa 1 para a Etapa 2, a medida

do perimetro do quadrado construido passa de 2v/2 cm para 2 cm; e da Etapa 2 para a Etapa 3,

a medida do perimetro do quadrado construido passa de 2 cm para v2 cm. Nesse sentido, é

possivel escrever algebricamente a expressdo para o calculo da medida do perimetro do

n
- 2
quadrado construido em uma etapa qualquer na forma 4 x (\/—) , €M gue n corresponde ao

2
nivel do fractal.
A seguir, apresentamos 0 Quadro 10, com a analise praxeoldgica do tipo de tarefa T,
referente a tarefa t<, de modo a explorar a generalizacdo para o célculo da medida da area de

cada quadrado construido em cada etapa da construcdo do fractal Arvore Pitagdrica.
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Quadro 10 — Analise a priori do Tipo de Tarefa T

(Continua)
T;LZ?adTe, Generalizar o céalculo da medida da &rea de cada quadrado construido em cada etapa da construcéo do fractal Arvore Pitagorica.
5
Tarefa ts Construir uma férmula para o calculo da medida da area de cada quadrado construido em cada etapa do fractal Arvore Pitagdrica.
Etapa Subtarefa Técnicat Tecnologia 6 Teoria ©
ts1: Encontrar a medida da &reade | t54.4: Multiplicar a medida de um lado 0s.1.1: Nogcdo geométrica de S
g . ; S 05 1.1: Aritmética e
cada quadrado construido na Etapa do quadrado vezes a medida do outro area e de multiplicacéo .
e Grandezas e medidas.
0 do fractal. lado do quadrado. aritmética.
0

<K> ts»: Encontrar a medida da &reade | 75, 4: Multiplicar a medida de um lado 055 1: Nogdo geométrica de
cada quadrado construido na Etapa do quadrado vezes a medida do outro area e de multiplicagdo
1 do fractal. lado do quadrado. aritmética.

O5, 1: Aritmética e
Grandezas e medidas.

%&T ts 3: Encontrar a medida da area de | 753 4: Multiplicar a medida de um lado < 5 1: Nocdo geométrica de S
. - ; A 05.3.1: Aritmetica e
cada quadrado construido na Etapa do quadrado vezes a medida do outro area e de multiplicacdo -3 .
e Grandezas e medidas.
2 do fractal. lado do guadrado. aritmética.
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(Concluséo)

<> Y \2‘

b % © | ts4: Encontrar a medida da O541:
' area de cada quadrado Ts 4.1: Multiplicar a medida de um lado do quadrado | 65,4 ,: Nocdo geométrica de area Aritmética e
construido na Etapa 3 do vezes a medida do outro lado do quadrado. e de multiplicacdo aritmética. Grandezas e
fractal. medidas.
3
. . Ts ¢ 1+ Identificar um fator comum entre as subtarefas 05 5 1: Nocéo de relacédo de
ts 5: Construir uma formula =1 ~ - . 5.4 T LA
. . anteriores, uma relacdo numérica entre a medida da recorréncia; de potenciagdo de
para o célculo da medida da . . P . o O .
. area de cada quadrado construido e os niveis, e ndmeros inteiros, racionais e ©554: Algebra
N area de cada quadrado -

construido na Etapa N do
fractal Arvore Pitagorica.

escrever algebricamente a expressdo para o célculo da
medida da &rea de cada quadrado construido em uma
etapa qualquer.

irracionais; nocéao de
multiplicacéo e de progressao
geométrica.

e Aritmética.

Fonte: o autor (2022).
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Em vista do que foi apresentado no Quadro 10, descrevemos possiveis respostas para
cada uma das subtarefas. Em relacdo as subtarefas ts 4, ts o, ts3 € ts4, Optamos por utilizar a
mesma estratégia de resolucdo que corresponde a multiplicar a medida de um lado do quadrado
construido pela medida do outro lado do quadrado, pois a medida da area do quadrado é dada
por lado vezes lado. Dessa forma, para a subtarefa ts ,, teremos 1 X 1, resultando em uma area

de medida 1 cm?; para a subtarefa ts ,, teremos £ X — ‘/— obtendo cm? como a medida da érea;

1 1 , .
para a subtarefa ts 5, teremos > X5 resultando em uma area de medida " cmz; e para a subtarefa

ts 4, teremos £ X — \/— obtendo cm? como a medida da area.

Para a subtarefa t5 5, a estratégia de resolucéo escolhida foi identificar um fator comum
entre as subtarefas anteriores, uma relacdo numérica entre a medida da area de cada quadrado
construido e os niveis, e escrever algebricamente a expressao para o calculo da medida da area
do quadrado construido em uma etapa qualquer. O fator comum entre as subtarefas anteriores
e relacdo numérica entre a medida da area de cada quadrado construido e 0s niveis ocorre da

seguinte maneira: da Etapa O para a Etapa 1, a medida da &rea do quadrado construido passa de
1 cm? para % cm?; da Etapa 1 para a Etapa 2, a medida da area do quadrado construido passa
de % cm? para i cm?; e da Etapa 2 para a Etapa 3, a medida da area do quadrado construido
passa dei cm? para% cm?. Nesse sentido, é possivel escrever algebricamente a expressédo para

, . . . 1
o calculo da medida da area do quadrado construido em uma etapa qualquer na forma >0 €M

que n corresponde ao nivel do fractal.
A seguir, apresentamos 0 Quadro 11, com a analise praxeoldgica do tipo de tarefa Ty,
referente a tarefa t,, de modo a explorar a generalizacdo para o calculo da medida total da area

da figura em cada etapa da construcéo do fractal Arvore Pitagorica.
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Quadro 11 — Anélise a priori do Tipo de Tarefa T

(Continua)
Tzlrlzgad; Generalizar o céalculo da medida total da area da figura em cada etapa da construcao do fractal Arvore Pitagorica.
6
Tarefa tq Construir uma férmula para o calculo da medida total da area da figura em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica.
Etapa Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria ©
tg; %Eegcggt]{iaru?ﬂ%dgz tgtgl Tg.1.1: Considerar a medida da &rea do quadrado 0¢.1.1: Nocdo geométricade | O, : Grandezas e
do ?ractal P encontrada no item anterior. area. medidas.
0
<K> te,: Encontrar a medida total | ‘621’ Multiplicar a medida da area do quadrado 06, 1: Nogdo geométricade | O, ;: Aritmética e
. . construido nessa etapa por 2 e somar com a , AR
da area da figura na Etapa 1 X - . . area, de multiplicagdo e soma Grandezas e
medida da &rea da figura da etapa anterior (Etapa L .
do fractal. 0) aritmética. medidas.
1
%& tes: Encontrar a medida total | 631 Mu!tlpllcar a medida da area do quadrado 06.3.1: Nocdo geométricade | Og5,: Aritmética e
. . construido nessa etapa por 4 e somar com a ) AR
da area da figura na Etapa 2 X . . . area, de multiplicagdo e soma Grandezas e
medida da &rea da figura da etapa anterior (Etapa L .
do fractal. 1) aritmética. medidas.
2
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(Concluséo)
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- R . - . . . : a :
FOC |t Encontrar a medida total | 74 ,: Multiplicar a medida da area do quadrado construido B6.4.1: Nogao 96.41
: . . . - geométrica de area, de Aritmética e
da area da figura na Etapa 3 do | nessa etapa por 8 e somar com a medida da &rea da figura da AT
. multiplicag&o e soma Grandezas e
fractal. etapa anterior (Etapa 2). R .
3 aritmética. medidas.
£ Construir uma formula Te.5.1: ldentificar um fator comum entre as subtarefas
6.5 % : anteriores, uma relagdo numérica entre a medida total da u ~
para o célculo da medida total ) ! L X O¢.51: Nocdo de relagédo <
N area da figura e os niveis, e escrever algebricamente a 0¢.5.1: Algebra.

da area da figura na Etapa N do
fractal Arvore Pitagorica.

expressao para o calculo da medida total da area da figura
em uma etapa qualquer.

de recorréncia.

Fonte: o autor (2022).

89



Diante do que foi apresentado no Quadro 11, descrevemos possiveis respostas para cada
uma das subtarefas. Para a subtarefa t, ;, a estratégia de resolucdo foi considerar a medida da
area do quadrado encontrada no item anterior, ou seja, 1 cm?.

Em relacdo as subtarefas t4 ., tg3 € te4, Optamos por utilizar a mesma estratégia de
resolucdo que corresponde a multiplicar a medida da area do quadrado construido na etapa

correspondente pela quantidade de quadrados construidos nessa etapa, e somar com a area

obtida na etapa anterior. Assim, para a subtarefa t, ,, teremos % X 2 + 1, obtendo 2 cm? como
a medida da area; para a subtarefa t, 5, teremos % X 4 + 2, resultando em uma area de medida

de 3 cm?; e para a subtarefa t- ,, teremos % x 8 + 3, obtendo 4 cm? como a medida da area.

Para a subtarefa t, 5, a estratégia de resolucdo escolhida foi identificar um fator comum
entre as subtarefas anteriores, uma relagdo numeérica entre a medida total da area da figura e os
niveis, e escrever algebricamente a expressao para o calculo da medida total da area da figura
em uma etapa qualquer. O fator comum entre as subtarefas anteriores e relagdo numérica entre
a medida total da area da figura e os niveis ocorre da seguinte maneira: da Etapa 0 para a Etapa
1, a medida total da area da figura passa de 1 cm? para 2 cm?; da Etapa 1 para a Etapa 2, a
medida total da area da figura passa de 2 cm? para 3 cm?; e da Etapa 2 para a Etapa 3, a medida
total da area da figura passa de 3 ¢m? para 4 cm?. Nesse sentido, é possivel escrever
algebricamente a expressdo para o calculo da medida total da area da figura em uma etapa
qualquer na forma n + 1, em que n corresponde ao nivel do fractal.

Na proxima secdo, apresentamos a andlise a posteriori e validacdo dos dados
produzidos, de modo a realizar uma anéalise praxeoldgica das resolugdes efetivadas pelos
estudantes do Ensino Medio.
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3 ANALISE DOS DADOS

3.1 Analise a posteriori e validacao

Nesta secdo, realizamos a analise a posteriori e validacdo das hipdteses de pesquisa.
Nesse momento, confrontamos os dados produzidos pelos estudantes do EM com o design da
tarefa elaborado na andlise a priori e com 0s objetivos a serem alcangados.

Com o objetivo de organizar e sistematizar as anélises das praxeologias mobilizadas
pelos estudantes do EM, elaboramos quadros relacionando os quartetos praxeologicos e 0s
respectivos estudantes que mobilizaram a praxeologia indicada. lgualmente, elaboramos
quadros relacionando as praxeologias e as habilidades, objetos de conhecimento e unidades
tematicas correspondentes. De modo a preservar a identidade dos estudantes, identificamos
cada participante com a letra E, referindo a estudante, seguido de um nimero subscrito de 1 a
16, da seguinte forma: E;, E,, ..., E1¢.

Os estudantes E; e Eg optaram por realizar as tarefas individualmente, os demais
estudantes formaram duplas. A dupla formada pelas estudantes E, s e E;, Nd0 compareceu ao
primeiro encontro da implementacdo, e por esse motivo suas resolucbes sdo a partir da
construcdo da Etapa 2 do fractal.

Iniciamos com a apresentacdo do Quadro 12, contendo a analise a posteriori das

praxeologias do tipo de tarefa T, referente a tarefa t;.
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Quadro 12 - Analise a posteriori do Tipo de Tarefa T;

(Continua)

Tipo de Tarefa T,

Generalizar o calculo da quantidade de quadrados construidos em cada etapa da constru¢do do

fractal Arvore Pitagorica.

Tarefa t4

Construir uma férmula para o célculo da quantidade de quadrados construidos em cada etapa do

fractal Arvore Pitagorica.

Estudantes

Subtarefa

Técnicat

Tecnologia 8

Teoria ®

Ei E; e Es  Eq € Es; Eg € E7; Eg;
Ege Ejg; E1q € Eqz; Eq3 € Eqy.

(14 participantes)

t; 1: Encontrar a quantidade de
quadrados construidos na Etapa 0
do fractal.

71.1.1: Contar 0s
guadrados um a
um.

01 11: Conhecimento do elemento
figural quadrado e nogéo de
contagem.

0,4 1: Aritmética e
Geometria.

Ei;E,eE;E e Es; Ege Ey; Eg;
Ege Ejg; E1q € Eqz; Eq3 € Eqy.

(14 participantes)

t, »: Encontrar a quantidade de
quadrados construidos na Etapa 1
do fractal.

T121: Contar os
guadrados um a
um.

6, , 1: Conhecimento do elemento
figural quadrado e nogéo de
contagem.

0,5 1: Aritmética e
Geometria.

E,;E, e Es E, e Es; Eg € Eo; Eg;
Eg e Ejg; E11 € E1p; Eiz € Eqy; Eis
eE16-

(16 participantes)

t; 3: Encontrar a quantidade de
quadrados construidos na Etapa 2
do fractal.

T1.3.1: Contar os
guadrados um a
um.

01.3.1: Conhecimento do elemento
figural quadrado e nogéo de
contagem.

0, 3.1:Aritmética e
Geometria.
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(Concluséo)

Ei;E, e E5 E e Es;

Es e E7; Eg; Eg € Eqy;

Ei1 € Eqp; Ejz € Eqy,
Eis e Eq.

(16 participantes)

t1.4: Encontrar a quantidade
de quadrados construidos na
Etapa 3 do fractal.

T1.4.1: Contar os quadrados um a um.

01.4.1: Conhecimento do
elemento figural quadrado
e nocdo de contagem.

O1.41:
Aritmética e

Geometria.

Nenhum participante.

t;.5: Construir uma formula
para o célculo da quantidade
de quadrados construidos na
Etapa N do fractal Arvore
Pitagdrica.

7154 ldentificar o padréo figural do fractal, uma
relacdo numérica entre a quantidade de quadrados
construidos e os niveis, e escrever algebricamente
a expressdo para o calculo da quantidade de
quadrados construidos em uma etapa qualquer.

0, ¢ 1: Identificagdo da
complexidade infinita do
fractal, nogdo de
recorréncia e potenciacao.

@

15.1: Algebra,
Aritmética e
Geometria.

Fonte: o autor (2022).
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Em vista do que foi apresentado no Quadro 12, é possivel observar que os estudantes
conseguiram responder as questdes referentes as subtarefas t; ;, t12,t13€ ti4, conforme
previsto na analise a priori.

Para a resolucédo da subtarefa t, ;, todos os estudantes apresentaram uma solucao que se

assemelha a resposta de E, e E5:

Figura 31 - Resolugdo de E, e E; referente a subtarefa ¢, ;

ETAPA 0

1. Qual a quantidade de quadrados na Etapa 02 A W

Fonte: acervo do autor (2022).

Podemos observar que os estudantes responderam a questdo com a quantidade de
quadrados correta. Por esse motivo, entendemos que possivelmente realizaram uma contagem
dos quadrados construidos na Etapa 0, enquadrando-se na técnica 7, ; ;, Uma vez que, para esta
subtarefa, ndo ha outra possibilidade.

Logo, os estudantes mobilizaram a técnica 7, ; ;, que pode ser justificada pelo bloco
tecnoldgico-teorico [6,11,0111], €m que a tecnologia 6; 1, pautou-se no conhecimento do
elemento figural quadrado e na no¢do de contagem. Em relagdo a teoria ©, ; 1, que rege todas
as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria, pois 0s estudantes
identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar para determinar a
quantidade deles. Portanto, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto praxeologico

[Tb T111, 60111, 91.1.1]-

Com relacdo a resolucdo da subtarefa t; ,, 0s estudantes E;; E, e Es; E, € Es; Eg € E;

e E;, e E;, apresentaram a resposta correta, mas sem evidenciar a forma de resolver (
Figura 32).

Figura 32 - Resolucdo de E, e E, referente a subtarefa t; ,

Fonte: acervo do autor (2022).

Com base na resposta dos estudantes, entendemos que possivelmente realizaram uma
contagem dos quadrados construidos, enquadrando-se na técnica 7, , 1, Uma vez que, para esta
subtarefa, ndo ha outra possibilidade. Os estudantes Eg; € Eq € E;, apresentaram descricoes

semelhantes as das estudantes E;5 € Eq4 (
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Figura 33).

Figura 33 - Resolucdo de E,; e E;, referente a subtarefa ¢

Fonte: acervo do autor (2022).

A técnica utilizada pelos estudantes para determinar a quantidade de quadrados
construidos na Etapa 1 foi a contagem dos quadrados um a um, a partir da observagdo ou
visualizacao do elemento figural quadrado na Janela de Visualizacdo do GeoGebra.

Portanto, os estudantes mobilizaram a técnica t; , ;, que pode ser justificada pelo bloco
tecnologico-teodrico [0 ,4,01,4], €M que a tecnologia 68, ,, pautou-se no conhecimento do
elemento figural quadrado e na nogéo de contagem. No que diz respeito a teoria 0, , ;, que rege
todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria, pois 0s
estudantes identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar para
determinar a quantidade deles. Desse modo, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto
praxeologico [Ty, 7121, 0121, O1.21]-

Cabe destacar que os estudantes foram orientados a explicitar as estratégias utilizadas
nas resolucdes das tarefas, mas apresentaram dificuldades em expor sua forma de pensar. A
professora regente salientou que, em suas atividades com a turma, sempre exige que 0S
estudantes tentem detalhar a0 maximo suas respostas.

A respeito da resolucdo referente a subtarefa t, 5, 0s estudantes E; 5 e E,, apresentaram

a seguinte resolucdo:

Figura 34 - Resolucdo de E;5 e E;, referente a subtarefa t; 5

Fonte: acervo do autor (2022).

A técnica utilizada pelas estudantes para determinar a quantidade de quadrados
construidos na etapa correspondente foi a contagem dos quadrados um a um, a partir da
observacdo ou visualizacdo do elemento figural quadrado na Janela de Visualizagdo do
GeoGebra.

Os estudantes E;; E, e E5; E, e Eg; Eg e E;; Eg; Eg € E1o; E11 € E15; € Ej5 € Eqq

apresentaram a resposta correta, mas sem evidenciar a forma de resolver (Figura 35).
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Figura 35 - Resolucdo de E; referente a subtarefa ¢, 5

Fonte: acervo do autor (2022).

No que se refere ao calculo da quantidade de quadrados construidos na Etapa 2, na
andlise a priori, previmos duas técnicas que podem resolver essa subtarefa: a técnica 7, 3 4, que
consiste em contar os quadrados um a um; e a técnica 7, 5,, que equivale a multiplicar a
quantidade de quadrados construidos na Etapa 1 por 2.

Valendo-nos das solugdes apresentadas, entendemos que possivelmente os estudantes
realizaram a contagem dos quadrados construidos, podendo se enquadrar na técnica t, 3 4, POIS
segue uma linha de raciocinio idéntica aquela utilizada para a resolu¢cdo do mesmo item nas
etapas anteriores. Logo, 0s estudantes mobilizaram a técnica 7, 5 4, que pode ser justificada pelo
bloco tecnoldgico-tedrico [0, 31, 01.34], €M que a tecnologia 6, 5 ; pautou-se no conhecimento
do elemento figural quadrado e na no¢do de contagem. Em relacdo a teoria 0, 5, que rege
todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria, pois 0S
estudantes identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar para
determinar a quantidade deles. Portanto, foi possivel identificar a mobilizagdo do quarteto
praxeol6gico [Ty, 7131, 01.3.1, O13.1]-

A respeito da resolucédo referente a subtarefa t, ,, todos os estudantes apresentaram a
resposta correta, mas sem evidenciar a estratégia de resolucdo. Esse tipo de situacdo, em que 0s
estudantes ndo explicitaram a técnica empregada, também é possivel observar na pesquisa
desenvolvida por Fratucci (2022). As resolugdes apresentadas pelos estudantes assemelham-se
a solucgdo de E, e E5 conforme ilustra a

Figura 36.

Figu‘l"a 36 - Resolucdo de E, e E; referente a subtarefa ¢, ,
ETAPA 3

il
1. Qual a quantidade de quadrados construidos na Etapa 37 %

Fonte: acervo do autor (2b52).

Em relacéo ao célculo da quantidade de quadrados construidos na Etapa 3, previmos, na
analise a priori, duas técnicas que podem resolver essa subtarefa. A técnica 7, 4 4, que consiste
em contar os quadrados um a um; e a técnica t, 4 ,, que equivale a multiplicar a quantidade de

quadrados construidos na Etapa 2 por 2.
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Com base nas respostas dos estudantes, entendemos que eles possivelmente realizaram
a contagem dos quadrados construidos, podendo se enquadrar na técnica 7, 4 1, POiS segue uma
linha de raciocinio idéntica aquela utilizada para a resolugdo do mesmo item nas etapas
anteriores. Portanto, os estudantes mobilizaram a técnica 1, 4, que pode ser justificada pelo
bloco tecnoldgico-tedrico [6; 4.1, 04 41], €M que a tecnologia 8, 4 ; pautou-se no conhecimento
do elemento figural quadrado e na nogdo de contagem. Com relacdo a teoria 0, 44, que rege
todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria, pois 0s
estudantes identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar para
determinar a quantidade de objetos. Assim, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto
praxeoldgico [Ty, 7141, 01.4.1, O1.4.1]-

Para a resolucdo da subtarefa t, 5, nenhum estudante conseguiu construir uma férmula
para expressar o calculo da quantidade de quadrados construidos em uma etapa qualquer. Para
esse item, apenas a dupla E; 5 e E;¢ apresentou uma resolucéo, conforme mostra a

Figura 37.

o ‘Iiigy,rg 3ZN josplugéo de E; e E, referente a subtarefa ¢, ¢
ETAPA N
Considerando uma Etapa n, responda aos seguintes questionamentos justificando sua resposta:
1. Qual a quantidade total de quadrados construidos nessa etapa? N _ 9\

Fonte: acervo do autor (2022).

Podemos observar que a resolucdo apresentada pelas estudantes € equivocada, uma vez
que a expressao n. 2 ndo permite calcular a quantidade total de quadrados construidos em uma
etapa qualquer, pois se n corresponde a n-ésima etapa do fractal, e quando tivermos n = 0, por
exemplo, ndo obteremos 1, que corresponde a quantidade de quadrados construidos na Etapa 0.

Elaboramos o Quadro 13 com base no quarteto praxeolégico mobilizado pelos
estudantes nas resolucBes da tarefa t;, no qual buscamos relacionar habilidades, objetos de

conhecimento e unidades tematicas preconizadas na BNCC.

97



Quadro 13 - Elementos da BNCC relacionados a tarefa t,
(Continua)
Objetos de conhecimento Unidades
Estudantes Técnicat Habilidades relacionadas Tecnologia 8 J . Teoria tematicas
relacionados relacionadas
(EFO1IMAO02) Contar de maneira Quantificagéio de
exata ou aproximada, utilizando elementos de ur?]a colecio:
diferentes estratégias, como o L §ao:
estimativas, contagem um
E|;E;,eEz Eye pareamento € outros a um, pareamento ou
L agrupamentos. 0111 P
Es; Ec e E;; Eg; T111: Conhecimento do outros agrupamentos e 0. .-
Eqe Ejg; E1q € Contar o0s e . comparagao. L1l Geometria e
E9 . E1°’ 2} uadrados (EFO1IMA14) Identificar e elemento figural Aritmética e NGmeros
125 £13 € E14. (Lm aum nomear figuras planas (circulo, quadrado e nocdo Figuras geométricas Geometria. '
- ' guadrado, retangulo e tridngulo) de contagem. ) .
(14 participantes) em desenhos apresentados em pla?gfm;i?g::?;&inég do
diferentes disposicdes ou em fiquras qeométricas
contornos de faces de solidos g e gaciais
geométricos. P ‘
ontar de maneira -
EFO0IMAO2) Contar d Quantificacdo de
exata ou aproximada, utilizando ¢ ..
diferentes estratégias, como o eIer_nent_os de uma colegao:
’ estimativas, contagem um
. , pareamento e outros
E\;E,eE;;E e agrupamentos 0. - a um, pareamento ou
Es; E¢ e E5; Eg; Ti21: ' Conhecli'rzﬁthto do outros agrupamentos e 0,10 _
]Z:‘? e. ?0’ Ei} ¢ %%Ztg d(())s; (EFO1MA14) Identificar e elemento figural comparagao. Aritmética e Gﬁﬁmztgg ¢
12> £13 € E14. %m A um nomear figuras planas (circulo, quadrado e nogdo Fiquras ceométricas Geometria. '
14 varticipant ' quadrado, retangulo e triangulo) de contagem. Ianag' recognhecimento do
(14 participantes) em desenhos apresentados em P forrﬁato das faces de
diferentes disposicdes ou em fiquras qeométricas
contornos de faces de solidos 9 o gaciais
geomeétricos. P '
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(Concluséo)

E E,eEs E,e
Es; Ege E;; Eg; Eq
e E1o; E11 € Eqp;
EjzeEs Eis€
Eye.

(16 participantes)

T1.3.1"
Contar os

guadrados
um a um.

(EFO1MAO02) Contar de maneira
exata ou aproximada, utilizando
diferentes estratégias, como o
pareamento e outros
agrupamentos.

(EFO1IMA14) Identificar e
nomear figuras planas (circulo,
guadrado, retangulo e triangulo)
em desenhos apresentados em
diferentes disposi¢des ou em
contornos de faces de solidos
geomeétricos.

9]:.3.1 .
Conhecimento do

elemento figural
quadrado e nogéo
de contagem.

Quantificacdo de elementos
de uma colecéo:
estimativas, contagem um a
um, pareamento ou outros
agrupamentos e
comparagéo.

Figuras geométricas planas:
reconhecimento do formato
das faces de figuras
geométricas espaciais.

_@1.341
Aritmética e

Geometria.

Geometria
e NUmeros.

Ei;E,eEz Eqe
Es; Eg € E7; Eg; Eq
e Eyo; E11 € Eqa;
EizeEqy Eis €
Ei6-

(16 participantes)

T1.41"
Contar os

quadrados
um aum.

(EFO1MAO02) Contar, de maneira
exata ou aproximada, utilizando
diferentes estratégias, como o
pareamento e outros
agrupamentos.

(EFO1MA14) Identificar e
nomear figuras planas (circulo,
guadrado, retangulo e triangulo)
em desenhos apresentados em
diferentes disposi¢des ou em
contornos de faces de solidos
geomeétricos.

0141:
Conhecimento do

elemento figural
quadrado e nogéo
de contagem.

Quantificacdo de elementos
de uma colecdo:
estimativas, contagem um a
um, pareamento ou outros
agrupamentos e
comparagao.

Figuras geométricas planas:
reconhecimento do formato
das faces de figuras
geomeétricas espaciais.

_@1.44:
Aritmética e

Geometria.

Geometria
e NUmeros.

Fonte: o autor (2022).
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Conforme o Quadro 13, € possivel observar, com base nas praxeologias empregadas
pelos estudantes para a resolucdo das subtarefas do Tipo de tarefa T;, a mobilizagédo de
habilidades, objetos de conhecimento e unidades tematicas preconizadas na BNCC.

Podemos notar, por exemplo, a mobiliza¢do das habilidades “(EFOLMAQ2) Contar de
maneira exata ou aproximada, utilizando diferentes estratégias, como o pareamento e outros
agrupamentos” (BRASIL, 2018, p. 279) e “(EFO1MA14) Identificar e nomear figuras planas
(circulo, quadrado, retangulo e tridngulo) em desenhos apresentados em diferentes disposi¢des
ou em contornos de faces de sélidos geométricos” (BRASIL, 2018, p. 279), que estdo
associadas com a técnica de contagem um a um dos quadrados.

Para o emprego dessa técnica, o estudante precisa reconhecer o elemento figural
quadrado e ter conhecimento da nogédo de contagem. Dessa forma, entendemos que ocorre a
mobilizacdo dos objetos de conhecimento “Quantificacdo de elementos de uma colegéo:
estimativas, contagem um a um, pareamento ou outros agrupamentos e comparacdo” (BRASIL,
2018, p. 278) ¢ “Figuras geométricas planas: reconhecimento do formato das faces de figuras
geomeétricas espaciais” (BRASIL, 2018, p. 278), descritos nas unidades teméaticas Numeros e
Geometria, respectivamente.

Em relacdo a subtarefa t; <, 0s estudantes ndo conseguiram empregar uma técnica para
resolvé-la. Sendo assim, nao foi possivel relacionar habilidades, objetos de conhecimento e
unidades tematicas para essa subtarefa.

A seguir, apresentamos o Quadro 14, com a analise a posteriori das praxeologias do

Tipo de Tarefa T,, referentes a tarefa t,.
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Quadro 14 - Analise a posteriori do Tipo de Tarefa T,

(Continua)

Tipo de Tarefa T,

Generalizar o céalculo da quantidade total de quadrados em cada etapa da construcio do fractal Arvore Pitagorica.

Tarefa t, Construir uma formula para o calculo da quantidade total de quadrados em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica.
Estudantes Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria @
Ei;E,eE;EpeEg; Ege Eg;
Eg; Eg € E1o; E1; € E15; E13 € | tyq: Encontrar a quantidade 7,.1.4: Contar s quadrados um a PRRE Conhecimento do e!emento _@2.}_1:
Ei4. total de quadrados na Etapa um figural quadrado e nocéo de Aritmética e
0 do fractal. ' contagem. Geometria.
(14 participantes)
Ei E,eEq EpeEg; Ege By
Eg; Eqg e E1o; E1; € E15; E13 € | tyo: Encontrar a quantidade 75.5.4: Contar os quadrados um a 6221 Conhecimento do e!emento _@2.%:
Ei4. total de quadrados na Etapa um figural quadrado e nocéo de Aritmética e
1 do fractal. ' contagem. Geometria.
(14 participantes)
E;E,eE; E e Es; Eg, Eqe
Ei0; E11 € Eq2; Eq3 € Eqy; Eqs T5.31: Contar os quadrados um a 62.3.1: Conhecimento do elemento
e Eie- um figural quadrado e nogéo de
t, 3: Encontrar a quantidade ' contagem. 0531:
(14 participantes) total de quadrados na Etapa ] Aritmética e
2 do fractal. Ta.3.2: Somar os quadrados 6, 5.,: Conhecimento do elemento Geometria.

EgeE,.

(2 participantes)

construidos nessa etapa com o total
de quadrados da Etapa 1.

figural quadrado e nogéo de soma
aritmética.
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(Concluséo)

Ei;E;,e E; Eye Es;
Ec e E;; Eg; Eg € Eqp;

t, 4: Encontrar a

0,.4.1: Conhecimento do

. . C] :
Ei1 € Eqy; Eq3 € Eqg; quantidade total de ) elemento figural 24l
Eis e Eq. guadrados na Etapa 3 do F2.4.1: CONtar 0s quadrados um a um. guadrado e nogéo de Aérltmet;c_a ¢
fractal. contagem. eometria.
(16 participantes)
t . Construir uma T2.5.2* Identificar o padréo figural do fractal, uma o
E eF férr?ifj'lza para o calculo da relacéo numérica entre a guantidade total de 0, 52: Igientlfl_ca_ga_o da 0.
6~ =7 : quadrados e a quantidade de quadrados construidos na | complexidade infinita do (0 252
quantidade total de etapa, e escrever algebricamente a expressdo parao | fractal e nocéo de relacéo Algebra e
(2 participantes) guadrados da Etapa N do b, g P P ¢ ¢ Geometria.

fractal Arvore Pitagorica.

calculo da quantidade total de quadrados em uma
etapa qualquer.

de recorréncia.

Fonte: o autor (2022).
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Diante do que é apresentado no Quadro 14, em relacdo as subtarefas da tarefa t,, 0s
estudantes apresentaram resolugdes conforme previsto na andlise a priori, com excecao da
subtarefa t, s, pois apenas a dupla E4 e E, apresentou uma resolucéo para a subtarefa, que foi
diferente da técnica prevista em nossa analise. Para tal resolugdo, identificamos o seguinte
quarteto praxeoldgico [T5, 7252, 0252, 025.1]-

A respeito da resolucdo da subtarefa t, ;, todos os estudantes apresentaram uma solugéo
da forma 1 ou 1 quadrado. Desse modo, entendemos que os estudantes realizaram a contagem
do total de quadrados da Etapa O, enquadrando-se na técnica t,, 4, Uma vez que, para esta
subtarefa, ndo ha outra possibilidade.

Assim, os estudantes mobilizaram a técnica 1, ;, que pode ser justificada pelo bloco
tecnologico-teorico [6,44,0,1.1], €M que a tecnologia 6, ; ; pautou-se no conhecimento do
elemento figural quadrado e na no¢do de contagem. A respeito da teoria 0, ; ;, que rege todas
as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria, pois 0s estudantes
identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar para determinar a
quantidade total de quadrados. Logo, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto
praxeol6gico [T, T2.1.1,62.1.1, 02.1.1]-

Para a resolucdo da subtarefa t, ,, 0s estudantes Eg; Eq € E;; € E;5 € E14 apresentaram

resolucdes semelhantes (Figuras 38, 39 e 40, respectivamente).

Figura 38 - Resolucdo de Eg referente a subtarefa t, ,

Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 39 - Resolucdo de E, e E,, referente a subtarefa t, ,

Fonte: acervo do autor (2022).

Fiua » eoI do de eE

, referente a subtarefa t

Fonte: acervo do autor (2022).

Conforme mostram as figuras, Eg evidenciou que realizou a contagem dos quadrados
para responder a essa subtarefa. As estudantes Eq e E;; € E; 3 € E;, também utilizaram a técnica
de contagem dos quadrados um a um, a partir da observacéao ou visualiza¢ao do elemento figural
quadrado na Janela de Visualizagdo do GeoGebra.
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J& a dupla E, e E5, que também apresentou a resposta correta (3 quadrados), enunciou

uma justificativa que consideramos inadequada para resolucéo dessa subtarefa (Figura 41).

Figura 41 - Resolugdo de E, e E; referente a subtarefa t, ,
1. Qual a quantidade de quadrados construidos na Etapa 1?2 )

2. a tidade total de quadrados na Etapa 1? = Jo8 .
A R bt T e e T L N 8 L) MMD eb il =4

Fonte: acervo do autor (2022).

A soma das areas dos quadrados da Etapa 2 ndo é uma justificativa para a quantidade
total de quadrados da etapa. Com isso, corroboramos com Dias e Santos Junior (2018, p. 537)

no que se refere a necessidade da explicacéo da técnica:

As técnicas além de justificadas, ou seja, quando se mostra que elas permitem
realizar o que se pretende, precisam ser explicadas, inteligiveis e esclarecidas,
0 que corresponde a explicitar, por meio da tecnologia, porque é assim que
funciona. Segundo Chevallard, em Matematica, a funcéo de justificativa traz
tradicionalmente com ela, pela exigéncia da demonstragdo, a fungéo
explicativa.

Com relacdo aos estudantes E;; E, € Es; Eg € E;; € E{; € E;,, eles responderam a

subtarefa t, , apenas com 3 ou 3 quadrados (Figura 42).

Figura 42 - Resolucdo de E, e E, referente a subtarefa t

Fonte: acervo do autor (2022).

No que se refere ao calculo da quantidade total de quadrados construidos na Etapa 1,
previmos, na analise a priori, duas técnicas que podem resolver essa subtarefa. A técnica 7,5 4,
gue consiste em contar os quadrados um a um; e a técnica t,,,, que equivale a somar 0s
guadrados construidos nessa etapa com o total de quadrados da Etapa O.

Com base nas solugbes apresentadas pelos estudantes, entendemos que eles
possivelmente realizaram a contagem total dos quadrados, podendo se enquadrar na técnica
T4 21, POIS segue uma linha de raciocinio idéntica aquela utilizada para a resolu¢do do mesmo
item nas etapas anteriores. Desse modo, os estudantes mobilizaram a técnica 7, , ;, que pode
ser justificada pelo bloco tecnoldgico-teorico [6,,1,0,,1], €M que a tecnologia 6, , ; pautou-
se no conhecimento do elemento figural quadrado e na nocdo de contagem. Em relacdo a teoria
0,51, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria,

pois os estudantes identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar
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para determinar a quantidade de objetos. Portanto, foi possivel identificar a mobilizacdo do
quarteto praxeoldgico [Ty, T22.1,60221,0221]-

Em relacdo a subtarefa t, 5, a dupla E4 e E, descreveu a seguinte resposta:

Figura 43 - Resolugdo de E, e E, referente a subtarefa t, 5
i figleld A i - C/J"U-vv-(\/" - 3 23 S (¥ "
o 7 ; ;,1 g 1 lm S0 0 . \-/.'/ :ﬁ‘y,’
3 \Wnomd® 0n Wortormidridar dg assmin oo,
Fonte: acervo do autor (2022).

Os estudantes encontraram o total de 7 quadrados: eles empregaram a técnica de somar
os 3 quadrados da 12 etapa com o0s 4 quadrados construidos ou feitos na 2% etapa. Podemos
enquadrar essa resolucdo na técnica 7,55, prevista na analise a priori. Essa técnica pode ser
justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [0, 55,0, 51], em que a tecnologia 6, 5 , pautou-se
no conhecimento do elemento figural quadrado e na nocao de soma aritmética. Com relacéo a
teoria ©, 34, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a
Geometria, pois o0s estudantes identificaram o objeto geométrico quadrado e o método de somar
para determinar a quantidade de objetos. Assim, foi possivel identificar a mobilizacdo do
quarteto praxeologico [Ty, T3.3.2,60232,0231]-

Os demais estudantes responderam apenas 7 ou 7 quadrados. Assim, entendemos que
eles possivelmente realizaram a contagem total dos quadrados, podendo se enquadrar na técnica
T531, POIS segue uma linha de raciocinio idéntica aquela utilizada para a resolu¢do do mesmo
item nas etapas anteriores. Logo, os estudantes mobilizaram a técnica 7,4, que pode ser
justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [0, 51,055 1], em que a tecnologia 6, 5 ; pautou-se
no conhecimento do elemento figural quadrado e na nocdo de contagem. A respeito da teoria
0, 3.1, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria,
pois os estudantes identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar
para determinar a quantidade de objetos. Portanto, foi possivel identificar a mobilizacdo do
quarteto praxeoldgico [Ty, T23.1,6023.1,92.31]-

Para a resolucdo da subtarefa t,,, a dupla E;3 e E;, apresentou uma resposta
inadequada, 16, como a quantidade total de quadrados na Etapa 3. N&o foi possivel determinar
qual o erro cometido pelos estudantes, uma vez que ndo explicitaram a estratégia de resolucéo
na folha de registro.

Os demais estudantes apresentaram a resposta correta (15 quadrados), mas sem
evidenciar a estratégia utilizada. Diante disso, entendemos que eles possivelmente realizaram a

contagem total dos quadrados, podendo se enquadrar na técnica 7, 4 1, pPois segue uma linha de
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raciocinio idéntica aquela utilizada para a resolucdo do mesmo item nas etapas anteriores.
Assim, os estudantes mobilizaram a técnica 7,44, que pode ser justificada pelo bloco
tecnoldgico-tedrico [6,.441,0,41], €M que a tecnologia 6,4, pautou-se no conhecimento do
elemento figural quadrado e na nocdo de contagem. Com relagéo a teoria 0, 4 1, que rege todas
as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria, pois 0s estudantes
identificaram o objeto geométrico quadrado e utilizaram o método de contar para determinar a
quantidade de objetos. Portanto, foi possivel identificar a mobilizacéo do quarteto praxeologico
[T2,T2.4.1,02.41, 02.41].

A respeito da resolucédo da subtarefa t, ¢, apenas E¢ e E- apresentaram uma resposta. A

figura a seguir mostra a estratégia utilizada pelos estudantes:

Figura 44 - Resolucgdo de E, e E, referente a subtarefa t,, -

fr- =) : €21
-0 e powdodo . J mong 7 7 Xed

Fonte: acervo do autor (2022).

Nesse caso, para encontrar a quantidade total de quadrados em uma etapa qualquer, Eg
e E, estabeleceram uma relagdo com a quantidade de quadrados construidos na etapa, utilizando
a expressdo x.2 — 1, em que x corresponde a quantidade de quadrados construidos na etapa.
Nesse sentido, a relacdo numérica estabelecida pelos estudantes foi entre os quadrados
construidos na etapa e total de quadrados, e ndo entre o nivel do fractal e o total de quadrados,
conforme estava previsto na analise a priori.

Enguadramos a resolucdo de E, e E, no quarteto praxeol6gico [T, T2 52,0552, 055 5],
em que a técnica 7,5, corresponde a identificar o padrdo figural do fractal, uma relacédo
numérica entre a quantidade total de quadrados e a quantidade de quadrados construidos na
etapa, e escrever algebricamente a expressao para o calculo da quantidade total de quadrados
em uma etapa qualquer. Essa técnica pode ser justificada pela tecnologia 6, < ,, pautada na
identificacdo da complexidade infinita do fractal e nocéo de relacéo de recorréncia. Em relacdo
a teoria ©,5,, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Algebra e
Geometria, pois o0s estudantes construiram uma formula para o calculo da quantidade total de
quadrados da Etapa N do fractal.

Elaboramos o Quadro 15 com base no quarteto praxeolégico mobilizado pelos
estudantes nas resolucOes da tarefa t,, no qual buscamos relacionar habilidades, objetos de

conhecimento e unidades tematicas preconizadas na BNCC.
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Quadro 15 - Elementos da BNCC relacionados a tarefa t,

(Continua)
. . Unidades
Estudantes Técnicat Habilidades relacionadas Tecnologia 8 Objetos de ¢ onhecimento Teoria @ tematicas
relacionados .
relacionadas
(EFO1MAO02) Contar, de e
maneira exata ou aproximada, elemgrltéggtézzanaiocg?e 30:
utilizando diferentes estratégias, estimativas. conta em%m'
EE eEs El e COmo 0 pareamento e outros aum a}eamenqto ol
[ AN (PRRE agrupamentos. Conh O21.0 to d outros Sgrupamentos e 0.
559’ e 6E10; En %, Contar os (EFOIMAL4) Identificar e e?;mzflltg]?ingSralo comparagao. Aritnﬁéﬁéa e Geometria e
- quadrados | nomear figuras planas (circulo < . o : NUmeros.
Eiz; Eiz € Eqy. N o ! quadrado € Noc¢ao Figuras geométricas Geometria.
. umaum. guadrado, retangulo e tridngulo) d t , .
(14 participantes) em desenhos apresentados em € contagem. planas: reconhecimento do
diferentes disposi¢des ou em ff? rTf;: d:(jr;%ifiigse
contornos de faces de solidos g e gaciais
geométricos. P '
(EFOIMAQ2) Contar, de e
maneira exata ou aproximada, elemgﬁggtégzarﬁzocg?e 30:
utilizando diferentes estratégias, estimativas. conta em%m-
E - E eEds E e CoOmo 0 pareamento e outros aum a}eamen%o ol
E: By e k) By Ty21° agrupamentos. Conh gz-'rzﬁlzm d outros ;)grupamentos e 0
1] ] I} e n 1 . -
. ontar os EF0O1MA14) Identificar e ; 3 N eometria e
]559 e ?510, ;511?5‘ é: dt d ( i ) | (circul e?emgato ilggralo comparacao. Arltr%ezrtica e GN . t
Eiy; Ei3 € Eqy. uagrados | nomear figuras planas (circulo, uadrado e nogo ' Atri Geometria. HMEros.
120 7S v umaum. guadrado, retdngulo e triangulo) a ¢ Figuras geometricas

(14 participantes)

em desenhos apresentados em

diferentes disposicdes ou em

contornos de faces de solidos
geomeétricos.

de contagem.

planas: reconhecimento do
formato das faces de
figuras geométricas
espaciais.
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(Concluséo)

Ei;E;,eEz Epe
Es; Eg; Eqg € Eqo;
EyseEp Eze
E14; Eqs € Eqe.
(14 participantes)
Ege E;.

(2 participantes)

T,.3.1: Contar os
guadrados um a
um.

T,3,: Somar 0s
guadrados
construidos nessa
etapa com o total
de quadrados da
Etapa 1.

(EFO1MAO02) Contar, de maneira
exata ou aproximada, utilizando
diferentes estratégias, como o
pareamento e outros
agrupamentos.

(EFO1MA14) Identificar e nomear
figuras planas (circulo, quadrado,
retangulo e tridangulo) em
desenhos apresentados em
diferentes disposicdes ou em
contornos de faces de solidos
geomeétricos.

(EFO6MA03) Resolver e elaborar
problemas que envolvam célculos
(mentais ou escritos, exatos ou
aproximados) com ndmeros
naturais, por meio de estratégias
variadas, com compreensao dos
processos neles envolvidos, com e
sem uso de calculadora.

0231:
Conhecimento do

elemento figural
quadrado e nogéo
de contagem.

02-.3.2:
Conhecimento do

elemento figural
quadrado e nogéo

de soma aritmética.

Quantificacdo de
elementos de uma
colecdo: estimativas,
contagem um a um,
pareamento ou outros
agrupamentos e
comparagéo.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

Operacoes (adigéo,
subtracdo, multiplicacao,
divisdo e potenciacao)
com nUmeros naturais.

_92.34:
Aritmética e

Geometria.

Geometria
e NUmeros.
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(Concluséo)

Ey E,eEs E e
Es: Eg, Eo € Eqp;

(EFO1MAO02) Contar, de
maneira exata ou
aproximada, utilizando
diferentes estratégias,
como 0 pareamento e
outros agrupamentos.

02.4.1:

Quantificacdo de
elementos de uma
colecdo: estimativas,
contagem um a um,
pareamento ou outros
agrupamentos e

Ej1eE,; Eqze . Conhecimento do « CPURE: Geometria
Eiai Ers € Eyg. | 2%0 Coma;?fn?”adrados UM | (EFO1MA14) Identificar | elemento figural comparagao. Aritmética e e
& nomear figuras planas | quadrado e nocdo Figuras geométricas Geometria. | NUmeros.
(14 (circulo, quadrado, de contagem. planas:
participantes) retangulo e tridangulo) em reconhecimento do
desenhos apresentados
. . . formato das faces de
em diferentes disposi¢Ges . o
figuras geomeétricas
ou em contornos de faces -
s o espaciais.
de s6lidos geométricos.
T, »: Identificar o padrdo
figural do fractal, uma relagao
numérica entre a quantidade (EFO7MAT5) Utilizar a _92_,5,21
E eE total de quadrados e a simboloaia algébrica para Identificacdo da 0. .-
6~ =7 quantidade de quadrados gla algerica p complexidade Linguagem algébrica: (251 <
. expressar regularidades | . . . " AN Algebrae Algebra.
- construidos na etapa, e infinita do fractal e | variavel e incognita. .
(2 participantes) encontradas em Geometria.

escrever algebricamente a
expressao para o calculo da
guantidade total de quadrados
em uma etapa qualquer.

sequéncias numéricas.

nog&o de relagdo
de recorréncia.

Fonte: o autor (2022).
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Em vista do que foi apresentado no Quadro 15, é possivel observar, com base nas
praxeologias empregadas pelos estudantes para a resolucao das subtarefas do Tipo de tarefa T,
a mobilizacdo de habilidades, objetos de conhecimento e unidades tematicas preconizadas na
BNCC.

Destacamos, por exemplo, a mobilizacdo da habilidade “(EFO7MA15) Utilizar a
simbologia algébrica para expressar regularidades encontradas em sequéncias numéricas”
(BRASIL, 2018, p. 307), que esta associada com a técnica de identificar o padréo figural do
fractal, uma relacdo numeérica entre a quantidade total de quadrados e a quantidade de quadrados
construidos na etapa, e escrever algebricamente a expressao para o calculo da quantidade total
de quadrados em uma etapa qualquer.

Para 0 emprego da técnica supracitada, o estudante precisa identificar que existe uma
relacdo numeérica entre a quantidade total de quadrados e a quantidade de quadrados construidos
na etapa. Também é necessario expressar algebricamente uma férmula para o célculo da
guantidade total de quadrados em uma etapa qualquer, por exemplo, utilizando a expressédo
x.2 — 1, em que x corresponde a quantidade de quadrados construidos na etapa. Nesse sentido,
entendemos que ocorre a mobilizagdo do objeto de conhecimento “Linguagem algébrica:
variavel e incognita” (BRASIL, 2018, p. 306), descrita na unidade tematica Algebra.

Cabe ressaltar que ndo foi possivel identificar habilidades na BNCC que apresentassem
relacdo com a identificacdo da complexidade infinita do fractal. Desse modo, também néo séo
descritos objetos de conhecimento e unidades tematicas relacionadas a ela. Por esse motivo,
enunciamos apenas os elementos da BNCC que possuem relagdo com a nogéo de relacéo de
recorréncia, conforme apresentado anteriormente.

A seguir, apresentamos 0 Quadro 16, com a analise a posteriori das praxeologias do

Tipo de Tarefa T, referentes a tarefa t5.
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Quadro 16 - Analise a posteriori do Tipo de Tarefa T

(Continua)
Tipo de Tarefa Ty Generalizar o célculo da medida do lado de cada quadrado construido em cada etapa da construcdo do fractal Arvore Pitagorica.
Tarefa t Construir uma férmula para o calculo da medida do lado de cada quadrado construido em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica,
3 considerando 1 cm como a medida do lado do quadrado inicial.
Estudantes Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria ©
E?; Ez e E?; E‘_* ¢ t34: Encontrar a
Es; Eg e E7; Eg; Eg ;
) . medida do lado de . . < .
e Eqjo; E11 € Eq; cada quadrado T31.1: Considerar a medida apresentada no 65 .1.1: Interpretacdo do enunciado CPPRE
Eiz e Eqy. construido na Etapa enunciado da tarefa. matematico. Aritmetica.
(14 participantes) 0 do fractal,
T3 5., Reconhecer o tridngulo retangulo
. formado peIgAaItura € por metade da 05, »: Conhecimento do elemento figural
hipotenusa do tridngulo do modelo gerador, o R .
- : N tridngulo retangulo, reconhecimento da
Eg e Eyp. utilizar os eixos e a malha para identificar a . ;
! . ) medida da altura e hipotenusa na Janela de
t;,: Encontrar a medida da altura e da hipotenusa, aplicar o Visualizacio. da aplicacio do Teorema de 0355:
(2 participantes) medida do lado de Teorema de Pitagoras, operar nimeros lizacao, plicagao do 1€ore Aritmética,
oo Pitagoras, de soma, multiplicacéo e .
cada quadrado racionais. radiciacio de nimeros racionais Geometria e
Eg e E;. construido na Etapa ¢ ' Grandezas e
N 1 do fractal. T323! Utilizar a ferramenta segmento para 85 ,.5: Conhecimento de utilizagio da medidas.
(2 participantes) ligar os pontos que determinam um dos -
. . ferramenta segmento e reconhecimento da
lados do quadrado construido e considerar a medida do seamento na Janela de Alaebra
medida do segmento criado como medida 9 9 '
do lado do quadrado.
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(Continua)

Eg € ElO'

(2
participantes)

Es e E,.

(2
participantes)

E,.

(1
participante)

t; 3: Encontrar a
medida do lado de
cada quadrado
construido na Etapa 2
do fractal.

T3.3.: Reconhecer o triangulo retdngulo
formado pela altura e por metade da
hipotenusa do tridngulo do modelo
gerador, aplicar o Teorema de Pitagoras
e operar nUmeros racionais.

T33.3: Utilizar a ferramenta segmento
para ligar os pontos que determinam um
dos lados do quadrado construido e
considerar a medida do segmento criado
como medida do lado do quadrado.

T334+ Utilizar os eixos e a malha para
identificar a medida do lado do
quadrado construido.

05 3.,: Conhecimento do elemento figural triangulo
retangulo, reconhecimento da medida da altura e
hipotenusa na Janela de Visualizacao, da aplicacdo
do Teorema de Pitagoras, de soma, multiplicacéo e
radiciacdo de nimeros racionais.

05 3 3: Conhecimento de utilizagdo da ferramenta
segmento e reconhecimento da medida do
segmento na Janela de Algebra.

05 3 4: Reconhecimento da medida do lado do
quadrado construido na Janela de Visualizag&o.

93.3.2:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.
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(Concluséo)

EiseEsg.

(2
participantes)

Eqy € Eyy.

(2
participantes)

Es e E,.

(2
participantes)

E,.

@
participante)

t3 4: Encontrar a medida
do lado de cada
quadrado construido na
Etapa 3 do fractal.

T34.1: Reconhecer o triangulo retangulo
isésceles formado pelo modelo gerador,
considerar a medida do lado dos quadrados
construidos na Etapa 2 como a hipotenusa dos
tridngulos formados, aplicar o Teorema de
Pitagoras e operar algebricamente.

T3.4.2: Reconhecer o tridngulo retéangulo
formado pela altura e por metade da
hipotenusa do triangulo do modelo gerador,
aplicar o Teorema de Pitagoras e operar
nUmeros racionais.

T34.3: Utilizar a ferramenta segmento para
ligar os pontos que determinam um dos lados
do quadrado construido e considerar a medida
do segmento criado como medida do lado do

quadrado.

T3.4.4: Utilizar a malha para identificar a
medida do lado do quadrado construido.

03 4.1: Conhecimento do elemento figural
triangulo retangulo isésceles, da aplicacdo
do Teorema de Pitagoras, de soma
algébrica, e de multiplicacdo de nimeros
irracionais.

05 4.»: Conhecimento do elemento figural
triangulo retangulo, reconhecimento da
medida da altura e hipotenusa na Janela

de Visualizacéo, da aplica¢do do Teorema

de Pitagoras, de soma, multiplicagdo e
radiciacdo de nimeros racionais.

05 4.3: Conhecimento de utilizagdo da
ferramenta segmento e reconhecimento da
medida do segmento na Janela de
Algebra.

05 4.4: Reconhecimento da medida do lado
do quadrado construido na Janela de
Visualizagao.

03 41: Algebra,
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

O342:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Nenhum
participante.

t3 5: Construir uma
férmula para o célculo
da medida do lado de
cada quadrado
construido na Etapa N
do fractal Arvore
Pitagorica.

T35.4: ldentificar um fator comum entre as
subtarefas anteriores, uma relagdo numérica
entre a medida do lado de cada quadrado
construido e os niveis, e escrever
algebricamente a expressédo para o céalculo da
medida do lado de cada quadrado construido
em uma etapa qualquer.

05 5 1: Nocéo de relacdo de recorréncia; de
potenciacdo de nimeros inteiros, racionais
e irracionais; e de progressao geomeétrica.

@55 4: Algebrae
Aritmética.

Fonte: o autor (2022).
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Em conformidade com o que foi apresentado no Quadro 16, a respeito das subtarefas da
tarefa t5, € possivel observar que, para a subtarefa t5 ;, todos os estudantes consideraram a
medida informada no enunciado da tarefa. Desse modo, essa resolucéo enquadra-se na técnica
T31.1, UMa Vvez que, para essa subtarefa, ndo ha outra possibilidade.

Sendo assim, os estudantes mobilizaram a técnica 75 ; 1, que pode ser justificada pelo
bloco tecnolégico-tedrico [05 11,05 1.1], €M que a tecnologia 65 ; ; pautou-se na interpretacao
do enunciado matematico. A respeito da teoria @5, ;, que rege todas as componentes
praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, pois os estudantes deveriam considerar o valor 1
(um) como a medida inicial do lado do quadrado. Logo, foi possivel identificar a mobilizacéo
do quarteto praxeologico [T, T31.1,631.1,03.1.1]-

Com relacdo a subtarefa t;,, as duplas Ey e Ejq; € E¢ € E, apresentaram resolugoes
diferentes da técnica prevista na analise a priori. Para tais resolucdes, identificamos os
seguintes quartetos praxeoldgicos  [Ts,T322,60322,0321] € [T3,7323,0323, 0324],
respectivamente.

Na figura seguinte, apresentamos a resolucéo apresentada pela dupla Eq e E;.

Figura 45 - Resolugdo de E, e E;, referente a subtarefa t5,

ljb . A=) s Cl
09 Gt a’ < 0605
Vo 0394025

09
1 0.8
X @ =040

Fonte: acervo do autor (2022).

Os estudantes E, e E;, representaram um triangulo retangulo na folha de respostas e
com as medidas que identificaram ao utilizar a malha e os eixos da Janela de Visualizagéo do
GeoGebra, e aplicaram o Teorema de Pitagoras. A estratégia utilizada pelos estudantes foi de
posicionar a construcdo sobre os eixos X e Y, de forma que a graduacdo dos eixos possibilitou
a identificacdo da medida da altura e da hipotenusa (Figura 46). Cabe destacar que os estudantes

representaram o valor correto para a solucdo, com a ressalva de estar na forma decimal (0,7),

, . . ;- 2
uma vez que haviamos previsto o emprego na forma fracionaria (‘/2—_)
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Figura 46 - Estratégia das estudantes Eq e E;, na subtarefa t5 ,

o 0.1 0.2 03 04 o0fa 0.6 07 0.8 0.9 [ 11

Fonte: acervo do autor (2022).

Os estudantes ndo descreveram a estratégia na folha de respostas, mas explicaram o
procedimento realizado quando foram questionados pelo pesquisador. Logo, a dupla mobilizou
a técnica 5., 5, que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-teorico [65 5.5, 05,1], em que a
tecnologia 65 ,, fundamenta-se no conhecimento do elemento figural triangulo retangulo,
reconhecimento da medida da altura e hipotenusa na Janela de Visualizacdo, da aplicacdo do
Teorema de Pitagoras, de soma, multiplicacdo e radiciacdo de nimeros racionais. Com relagédo
a teoria @5, 1, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a
Geometria, e Grandezas e medidas. Diante disso, foi possivel identificar a mobilizacdo do
quarteto praxeoldgico [Ts, T322,60322,0321]-

No que se refere a resolucdo da subtarefa t5,, a dupla E4 e E, apresentou a resposta
correta, mas na forma decimal (0,7). Entendemos que possivelmente os estudantes utilizaram a
ferramenta segmento para ligar os pontos que determinam um dos lados do quadrado
construido, e consideraram a medida do segmento criado como medida do lado do quadrado,
pois intuimos que segue a mesma linha de raciocinio identificada para a resolu¢do do mesmo
item na Etapa 3, a qual apresentamos posteriormente, para a subtarefa t 4.

Desse modo, os estudantes E e E; mobilizaram a técnica 5 , 5, que pode ser justificada
pelo bloco tecnologico-tedrico [65,3,05,1], em que a tecnologia 65,5 pautou-se no
conhecimento de utilizagéo da ferramenta segmento e reconhecimento da medida do segmento
na Janela de Algebra. A respeito da teoria 0 , 1, que rege todas as componentes praxeoldgicas,
identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas. Logo, foi possivel identificar

a mobilizagéo do quarteto praxeoldgico [T5,7323,05.2.3,0321]-
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A respeito da subtarefa t; 5, 0s estudantes E;; E; e E;; e Eq e E;, apresentaram
resolugdes diferentes da técnica prevista na anélise a priori. Assim, identificamos os seguintes
quartetos praxeolégicos [T3,733.4,03.3.4 033.22], [T3, 7333, 0333, 033.2] €
[T3, T332, 0332, 033.2], respectivamente.

No que diz respeito a resolucdo apresentada pelo estudante E;, é possivel observar que
ele recorre a uma estratégia que se aproxima da resolucdo da dupla Ey e E;, a0 utilizar a malha

da Janela de Visualizago para identificar a medida do lado do quadrado (Figura 47).

_Figura 47 — Resolucdo de E; Zefelr(e:nte a subtarefa t; 5

¥ Mquawiauus ud oapa 27

Ly

3. Qual a medida do lado de cada quadrado construido na Etapa 22 e ) X ~

4. Qual a medida do perimetro de ~ada mnte.s. ot
Fonte: acervo do autor (2022).

Apesar de ndo detalhar o processo realizado, ao ser questionado pelo pesquisador, o
estudante E; explicou como resolveu o item da tarefa, e mostrou que utilizou a ferramenta zoom
para aproximar a construcao e identificar a medida do lado do quadrado com o auxilio da

graduacdo dos eixos X e Y, conforme mostra a figura seguinte.

Figura 48 - Estratégia do estudante E; na subtarefa t5 5

4 1.5 1.8 17 1.8 19 2 27 212

Fonte: acervo do autor (2022).

Assim, o estudante E; mobilizou a técnica 5 54, que pode ser justificada pelo bloco
tecnologico-teorico [05 5 4, 03 32], €M que a tecnologia 05 5 , fundamenta-se no reconhecimento
da medida do lado do quadrado construido na Janela de Visualizagdo. Em relacéo a teoria 05 5 5,

gue rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética e a Geometria.
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Portanto, foi possivel identificar a mobilizagdo do quarteto  praxeoldgico
[T5,T33.4, 0334, 0332]

Para a subtarefa t5 3, 0s estudantes E, e E- apresentaram resolucdo considerada correta,
mas na forma decimal (0,5). Do mesmo modo que a resposta da subtarefa t; ,, a dupla néo

apresentou detalhes para a explicagdo da estratégia, conforme ilustra a Figura 49.

Figura 49 - Resolugdo de E, e E, referente a subtarefa t5 ,

f f
¥

_
Fonte: acervo do autor (2022).

Intuimos que possivelmente os estudantes utilizaram a ferramenta segmento para ligar
0s pontos que determinam um dos lados do quadrado construido, e consideraram a medida do
segmento criado como medida do lado do quadrado, pois compreendemos que segue a mesma
linha de raciocinio identificada para a resolu¢cdo do mesmo item na Etapa 3, a qual apresentamos
posteriormente, para a subtarefa t 4.

Logo, a dupla E4 e E; mobilizou a técnica 75 5 3, que pode ser justificada pelo bloco
tecnoldgico-tedrico [0553,0535], em que a tecnologia 6535 ampara-se conhecimento de
utilizacdo da ferramenta segmento e reconhecimento da medida do segmento na Janela de
Algebra. No que diz respeito a teoria 05 5., que rege todas as componentes praxeoldgicas,
identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas. Diante disso, foi possivel
identificar a mobilizacdo do quarteto praxeoldgico T3, T3.3.3,6333, 0332]

Ja os estudantes Eq e E;, representaram um triangulo retangulo na folha de respostas e,
com base no processo realizado na etapa anterior, aplicaram o Teorema de Pitagoras. Cabe

destacar que os estudantes representaram o valor correto para a solu¢do com a ressalva de estar
. , . . ;. 1
na forma decimal (0,5), uma vez que haviamos previsto o emprego na forma fracionaria (E)

Assim, a dupla E, e E;, mobilizou a técnica 5 5 ,, que pode ser justificada pelo bloco
tecnologico-teorico [05 35, 033,], em que a tecnologia 65 5, fundamenta-se no conhecimento
do elemento figural triangulo retangulo, reconhecimento da medida da altura e hipotenusa na
Janela de Visualizagd@o, da aplicacdo do Teorema de Pitagoras, de soma, multiplicacdo e
radiciacdo de numeros racionais. Em relacéo a teoria 055 ,, que rege todas as componentes
praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas. Portanto, foi
possivel identificar a mobilizacdo do quarteto praxeoldgico [T5, T3 32,0532, 0332].

Acerca da subtarefa t5 3, 0s estudantes E;; Eq € E; Eq € E;o apresentaram resolucdes

diferentes da técnica prevista na analise a priori. Desse modo, identificamos 0s seguintes
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quartetos praxeologicos [T3,73.4.40 03.4.4 ©3.42], [T3,73.4.3) 0343, 03.42], €
[T3,T3.4.2, 03.4.2, ©3.4.2], respectivamente.

Adupla E;5 e E; ¢ apresentou a resolugédo da subtarefa t; , conforme previmos em nossa
andlise. Cabe ressaltar que os estudantes expressaram a resposta na forma decimal (0,35). A
figura a seguir ilustra a estratégia utilizada.

Figura 50 - Resolugdo de E; e E; referente a subtarefa t5 ,
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Fonte: acervo do autor (2022).

Perante o exposto, 0s estudantes E;s e E;, mobilizaram a técnica 75,4, que pode ser
justificada pelo bloco tecnol6gico-tedrico [0 4.1, ©54.1], €M que a tecnologia 65 , ; pauta-se no
conhecimento do elemento figural triangulo retangulo isosceles, da aplicacdo do Teorema de
Pitagoras, de soma algébrica, e de multiplicacdo de numeros irracionais. A respeito da teoria
03,4, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Algebra, a Aritmética, a
Geometria, e Grandezas e medidas. Portanto, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto
praxeol6gico [Ts, T3.4.1, 0341, ©3.4.1]-

No que se refere a resolucédo apresentada pela dupla Ey e E;,, do mesmo modo que nas
etapas anteriores, representaram um triangulo retangulo na folha de respostas e, com base no
processo realizado na etapa anterior, aplicaram o Teorema de Pitagoras. Destacamos que 0s
estudantes representaram o valor correto para a solugdo, com a ressalva de estar na forma
decimal (0,35).

Dessa maneira, a dupla Eq e E;, mobilizou a técnica 75 4 », que pode ser justificada pelo
bloco tecnolégico-tedrico [65 4.4, @5 42], €M que a tecnologia 85 4 , ampara-se no conhecimento

do elemento figural triangulo retangulo, reconhecimento da medida da altura e hipotenusa na
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Janela de Visualizagdo, da aplicacdo do Teorema de Pitagoras, de soma, multiplicacdo e
radiciacdo de numeros racionais. Com relagdo a teoria ©5 4 ,, que rege todas as componentes
praxeoldgicas, identificamos a Algebra, a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas.
Sendo assim, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto praxeoldgico

[T3,73.42 0342 0342].

Para a subtarefa t5 4, 0s estudantes E, e E, apresentaram a seguinte resolucao:

Figura 51 - Resolugdo de E, e E, referente a subtarefa t ,

a~ 13 4 0 aoi e 5,;7',‘];‘ LR ORI 3
e flarsromoitn da wgprle 2 78 r

- 9,3 noy @ JEruoment '
Formonto 97000, soutl RAN 4T & s ¢

Fonte: acervo do autor (2022).

Ap0s a dupla ser questionada pelo pesquisador sobre a estratégia utilizada, foi possivel
compreender que os estudantes utilizaram a ferramenta segmento para ligar os pontos que
determinam um dos lados do quadrado construido, e consideraram a medida do segmento criado
como medida do lado do quadrado. Logo, a dupla E, e E; mobilizou a técnica 75 4 3, que pode
ser justificada pelo bloco tecnologico-teorico [65 43, 0342], €M que a tecnologia 65 4 ; pauta-
se no conhecimento de utilizacdo da ferramenta segmento e no reconhecimento da medida do
segmento na Janela de Algebra. Com relagio a teoria 05, ,, que rege todas as componentes
praxeoldgicas, identificamos a Algebra, a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas. Em
vista disso, foi possivel identificar a mobilizagio do quarteto praxeoldgico
[T3,73.4.3, 03.43, 03.422].

No que diz respeito a resolugdo apresentada pelo estudante E;, ele recorre & estratégia
empregada na etapa anterior, utilizando a malha da Janela de Visualizagdo para identificar a
medida do lado do quadrado (Figura 52).

Figura 52 - Resolucdo de E, referente a subtarefa t, ,
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Fonte: acervo do autor (2022).

Conforme ilustra a figura, o estudante E; nédo detalhou o processo realizado. Ao ser
questionado pelo pesquisador, o estudante E; explicou que resolveu o item da tarefa com a
ferramenta zoom para aproximar a construcao e identificar a medida do lado do quadrado com

o0 auxilio da graduacdo dos eixos X e Y. Dessa maneira, 0 estudante E; mobilizou a técnica 75 4 4,
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que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [05 4.4, 03 4.2 ], €M que a tecnologia 05 4 4
ampara-se no reconhecimento da medida do lado do quadrado construido na Janela de
Visualizagcdo. No que se refere a teoria 05 4, que rege todas as componentes praxeoldgicas,
identificamos a Algebra, a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas. Logo, foi possivel
identificar a mobilizacéo do quarteto praxeoldgico [Ts, T3.4.4,03.4.4, ©34.2]

Para a resolucédo da subtarefa t; ¢, nenhum estudante conseguiu construir uma férmula
para o calculo da medida do lado de cada quadrado construido em uma etapa qualquer.

Elaboramos o Quadro 17, com base no quarteto praxeoldégico mobilizado pelos
estudantes nas resolucOes da tarefa t;, no qual buscamos relacionar habilidades, objetos de

conhecimento e unidades tematicas preconizadas na BNCC.
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Quadro 17 - Elementos da BNCC relacionados a tarefa t

(Continua)
Objetos de Unidades
Estudantes Técnicat Habilidades relacionadas Tecnologia 8 conhecimento Teoria @ tematicas
relacionados relacionadas
(EFO6MAO03) Resolver e elaborar
El,.E2 e E3,.E4 fe T311l problemgs que en\_/olvam célculos Operacdes (adicio,
Es; Eqe E;; Eg; Considerar a (mentais ou escritos, exatos ou 0511: subtracio
EqeEjy, E1q € medida aproximados) com nimeros naturais, | Interpretacdo do sublracao, 0311: ,
. - . . multiplicacéo, diviséo oL NUmeros.
Ei5; E13 € Eqy. apresentadano | por meio de estratégias variadas, com enunciado s Aritmética.
. - " e potenciagdo) com
enunciado da compreensdo dos processos neles matematico.

(14 participantes)

tarefa.

envolvidos, com e sem uso de
calculadora.

ndmeros naturais.
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(Continua)

EceE, Eqe
Eqp.
(4
participantes)

T3.,.,: Reconhecer o
triangulo retangulo
formado pela altura e por
metade da hipotenusa do
triangulo do modelo
gerador, utilizar os eixos e
a malha para identificar a
medida da altura e da
hipotenusa, aplicar o
Teorema de Pitagoras,
operar nmeros racionais.

T3.,.3: Utilizar a
ferramenta segmento para
ligar os pontos que
determinam um dos lados
do quadrado construido e
considerar a medida do
segmento criado como
medida do lado do
quadrado.

(EFO1MA14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado,
retangulo e triangulo) em
desenhos apresentados em
diferentes disposigdes ou
em contornos de faces de
sOlidos geométricos.

(EFOBMAZ22) Utilizar
instrumentos, como réguas e
esquadros, ou softwares
para representacdes de retas
paralelas e perpendiculares
e construgdo de
quadrilateros, entre outros.

(EFO7TMA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operagdes com
nlmeros racionais.

(EFO9MAO3) Efetuar
calculos com nimeros reais,
inclusive poténcias com
expoentes fracionarios.

(EFO9MA14) Resolver e
elaborar problemas de
aplicacdo do teorema de
Pitagoras ou das relacGes de
proporcionalidade
envolvendo retas paralelas
cortadas por secantes.

05,.,: Conhecimento do
elemento figural triangulo
retdngulo, reconhecimento

da medida da altura e
hipotenusa na Janela de
Visualizacdo, da aplicacdo
do Teorema de Pitagoras, de
soma, multiplicacéo e
radiciacdo de nimeros
racionais.

65, 5: Conhecimento de
utilizagdo da ferramenta
segmento e reconhecimento
da medida do segmento na
Janela de Algebra.

Figuras geométricas
planas:
reconhecimento do
formato das faces de
figuras geométricas
espaciais.

Construcdo de retas
paralelas e
perpendiculares,
fazendo uso de réguas,
esquadros e softwares.

NUmeros racionais na
representacdo
fracionéria e na
decimal: usos,
ordenacdo e associacdo
com pontos da reta
numeérica e operacdes.

Poténcias com
expoentes negativos e
fracionarios.

Relagdes métricas no
triangulo retangulo.

93.2.2:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Geometria,
Grandezas e
medidas, e
NUmeros.
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(Continua)

Ey; Eg e E7;
(5
participantes)

T3 3¢ Reconhecer 0
triangulo retangulo
formado pela altura e
por metade da
hipotenusa do
tridngulo do modelo
gerador, aplicar o
Teorema de
Pitagoras e operar
nameros racionais.

T33.3: Utilizar a
ferramenta segmento
para ligar os pontos
gue determinam um
dos lados do
guadrado construido
e considerar a
medida do segmento
criado como medida
do lado do quadrado.

T334: Utilizar os
eixos e a malha para
identificar a medida
do lado do quadrado

construido.

(EFO1MA14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado,
retangulo e tridngulo) em
desenhos apresentados em
diferentes disposicdes ou
em contornos de faces de
solidos geométricos.

(EFO6MA22) Utilizar
instrumentos, como réguas
e esquadros, ou softwares

para representacdes de

retas paralelas e
perpendiculares e
construcao de
quadrilateros, entre outros.

(EFO7MA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operagoes
com nUmeros racionais.

(EFO9MA03) Efetuar
calculos com niimeros
reais, inclusive poténcias
com expoentes
fracionarios.

(EFO9MA14) Resolver e
elaborar problemas de
aplicacdo do teorema de
Pitagoras ou das relacdes
de proporcionalidade
envolvendo retas paralelas
cortadas por secantes.

05 5 ,: Conhecimento do
elemento figural triangulo
retangulo, reconhecimento

da medida da altura e
hipotenusa na Janela de
Visualizacéo, da aplicacdo
do Teorema de Pitagoras, de
soma, multiplicacdo e
radiciacdo de nimeros
racionais.

05 3 3: Conhecimento de
utilizacdo da ferramenta
segmento e reconhecimento
da medida do segmento na
Janela de Algebra.

05 3 4: Reconhecimento da
medida do lado do quadrado
construido na Janela de
Visualizacéo.

Figuras geométricas
planas:
reconhecimento do
formato das faces de
figuras geométricas
espaciais.
Construcdo de retas
paralelas e
perpendiculares,
fazendo uso de
réguas, esquadros e
softwares.

Nameros racionais na
representacéo
fracionaria e na
decimal: usos,
ordenagdo e
associagdo com
pontos da reta
numeérica e operagoes.

Poténcias com
expoentes negativos e
fracionarios.

RelacBes métricas no
triangulo retangulo.

_@3.3.21
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Algebra,
Geometria,
Grandezas e

medidas e

Numeros.
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(Concluséo)

Ei; Eg e E;;
EqeE; Ese
Eig.

(7
participantes)

T34.1: Reconhecer o tridngulo
retangulo is6sceles formado
pelo modelo gerador, considerar
a medida do lado dos quadrados
construidos na Etapa 2 como a
hipotenusa dos triangulos
formados, aplicar o Teorema de
Pitagoras e operar
algebricamente.

T3.4.,: Reconhecer o triangulo
retangulo formado pela altura e
por metade da hipotenusa do
triangulo do modelo gerador,
aplicar o Teorema de Pitagoras
e operar nimeros racionais.

T343: Utilizar a ferramenta
segmento para ligar os pontos
que determinam um dos lados

do quadrado construido e
considerar a medida do
segmento criado como medida
do lado do quadrado.

T34.4: Utilizar a malha para
identificar a medida do lado do
quadrado construido.

(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado, retangulo
e triangulo) em desenhos
apresentados em diferentes
disposigdes ou em contornos
de faces de sélidos
geométricos.

(EFO6MAZ22) Utilizar
instrumentos, como réguas e
esquadros, ou softwares para

representacgdes de retas
paralelas e perpendiculares e
construcgdo de quadrilateros,

entre outros.

(EFO7MA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operagdes com
nUmeros racionais.

(EFO8MAO06) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam célculo do valor
numerico de expressoes
algébricas utilizando as
propriedades das operagdes.

(EFOOMAO03) Efetuar calculos
com ndmeros reais, inclusive
poténcias com expoentes
fracionarios.

(EFOOMA14) Resolver e
elaborar problemas de
aplicacdo do teorema de
Pitagoras ou das relagdes de
proporcionalidade envolvendo
retas paralelas cortadas por
secantes.

654 1: Conhecimento do
elemento figural tridngulo
retangulo isdsceles, da
aplicagdo do Teorema de
Pitagoras, de soma algébrica, e
de multiplicacdo de nimeros
irracionais.

65 4 ,: Conhecimento do
elemento figural triangulo
retangulo, reconhecimento da
medida da altura e hipotenusa
na Janela de Visualizagéo, da
aplicagdo do Teorema de
Pitagoras, de soma,
multiplicag&o e radiciagéo de
ndmeros racionais.

6543 Conhecimento de
utilizagéo da ferramenta
segmento e reconhecimento da
medida do segmento na Janela
de Algebra.

05 4 4: Reconhecimento da
medida do lado do quadrado
construido na Janela de
Visualizacéo.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

Construcdo de retas
paralelas e
perpendiculares,
fazendo uso de réguas,
esquadros e softwares.

NuUmeros racionais na
representacdo
fracionaria e na
decimal: usos,
ordenacao e associacao
com pontos da reta
numeérica e operagoes.

Valor numérico de
expressdes algébricas.

Poténcias com
expoentes negativos e
fracionarios.

Relacbes métricas no
triangulo retangulo.

,@3.4.15
Algebra,
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e
medidas.

_93.4.2:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Algebra,
Geometria,
Grandezas e
medidas e
NUmeros.

Fonte: o autor (2022).
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A respeito do que é apresentado no Quadro 17, é possivel observar, com base nas
praxeologias empregadas pelos estudantes para a resolucao das subtarefas do Tipo de tarefa T;,
a mobilizacdo de habilidades, objetos de conhecimento e unidades temaéticas preconizadas na
BNCC.

Como exemplo, cabe destacar a mobilizacéo das seguintes habilidades:

(EFOIMAZ14) Identificar e nomear figuras planas (circulo, quadrado,
retangulo e tridngulo) em desenhos apresentados em diferentes disposi¢des ou
em contornos de faces de solidos geométricos (BRASIL, 2018, p. 279).

[...] (EFO7TMA12) Resolver e elaborar problemas que envolvam as operacGes
com nimeros racionais (BRASIL, 2018, p. 307).

[...] (EFOOMAO3) Efetuar calculos com ndmeros reais, inclusive poténcias
com expoentes fracionarios (BRASIL, 2018, p. 317).

[...] (EFO9MAL14) Resolver e elaborar problemas de aplicagdo do teorema de
Pitagoras ou das relacdes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas
cortadas por secantes (BRASIL, 2018, p. 319).

Essas habilidades estdo associadas com a técnica de reconhecer o triangulo retangulo
formado pela altura e por metade da hipotenusa do triangulo do modelo gerador, utilizar os
eixos e a malha para identificar a medida da altura e da hipotenusa, aplicar o Teorema de
Pitagoras, além de operar nimeros racionais.

Para o0 emprego dessa técnica, compreendemos que O estudante precisa ter
conhecimento do elemento figural triangulo retangulo, reconhecer da medida da altura e
hipotenusa na Janela de Visualizacdo, aplicar o Teorema de Pitagoras, e operar nimeros
racionais. Nesse sentido, entendemos que ocorre a mobilizacdo dos seguintes objetos de

conhecimento:

Figuras geométricas planas: reconhecimento do formato das faces de figuras
geomeétricas espaciais (BRASIL, 2018, p. 278).

[...] Numeros racionais na representacdo fracionaria e na decimal: usos,
ordenacdo e associagdo com pontos da reta numérica e operagdes (BRASIL,
2018, p. 306).

[...] Poténcias com expoentes negativos e fracionarios (BRASIL, 2018, p.
316).

[...] Relagbes métricas no triangulo retangulo (BRASIL, 2018, p. 318).

Tais objetos de conhecimento estdo descritos nas unidades tematicas Geometria,
Grandezas, e medidas e NUmeros, ndo necessariamente nessa ordem.
A seguir, apresentamos 0 Quadro 18, com a analise a posteriori das praxeologias do

Tipo de Tarefa T, referentes a tarefa t,.
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Quadro 18 - Analise a posteriori do Tipo de Tarefa T,

(Continua)

Tipo de Tarefa T,

Generalizar o céalculo da medida do perimetro de cada quadrado construido em cada etapa da construcao do fractal Arvore

Pitagorica.
Tarefa t Construir uma formula para o calculo da medida do perimetro de cada quadrado construido em cada etapa do fractal Arvore
4 Pitagorica.
Estudantes Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria ©
Eg e E,.

(2 participantes)

El; EZ e E3, E4 e E5,
Eg e ElO; E11 € E12.

(9 participantes)

t4 1: Encontrar a medida do
perimetro de cada quadrado

construido na Etapa 0 do fractal.

T4.11: Multiplicar a
medida do lado do
quadrado por 4.

T4.12: Somar a medida
de todos os lados do
quadrado.

6,1 1: Conhecimento do elemento figural
quadrado, nogdo de multiplicacéo aritmética
e nocao geométrica de perimetro.

0, .1.,: Conhecimento do elemento figural
quadrado, nogao de soma aritmética e nogao
geomeétrica de perimetro.

0,4 1 1: Aritmética,
Geometria e
Grandezas e medidas.

E6 e E7; Eg e ElO'

(4 participantes)

t4»: Encontrar a medida do
perimetro de cada quadrado

construido na Etapa 1 do fractal.

T4.2.1: Multiplicar a
medida do lado do
quadrado por 4.

0., 1: Conhecimento do elemento figural
quadrado, noc¢ao de multiplicacdo aritmética
e nocao geométrica de perimetro.

04.,.1: Aritmética,
Geometria e
Grandezas e medidas.

E6 e E7; Eg e ElO'

(4 participantes)

t4 3: Encontrar a medida do
perimetro de cada quadrado

construido na Etapa 2 do fractal.

T4.3.1: Multiplicar a
medida do lado do
quadrado por 4.

0, 3.1: Conhecimento do elemento figural
quadrado, nogdo de multiplicacdo aritmética
e nocao geomeétrica de perimetro.

0, 3.,: Conhecimento do elemento figural
quadrado, nogao de soma aritmética e nogao
geomeétrica de perimetro.

04.3.1: Aritmética,
Geometria e
Grandezas e medidas.
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(Concluséo)

Ei;Eqe Es; Eq
e Ejo; Eys €
E16-

(7
participantes)

(2
participantes)

t44: Encontrar a medida do
perimetro de cada quadrado
construido na Etapa 3 do
fractal.

T4.4.1: Multiplicar a medida do lado do quadrado por
4.,

T4.42: SOmar a medida de todos os lados do
quadrado.

04 .4.1: Conhecimento do
elemento figural quadrado,
nocdo de multiplicacéo
aritmética e nogdo geométrica
de perimetro.

0,442 Conhecimento do
elemento figural quadrado,
nogao de soma aritmética e

nogdo geométrica de perimetro.

O441"
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Nenhum
participante.

t4 5: Construir uma formula

para o célculo da medida do

perimetro de cada quadrado
construido na Etapa N do
fractal Arvore Pitagorica.

T45.1: Identificar um fator comum entre as
subtarefas anteriores, uma relagdo numeérica entre a
medida do perimetro de cada quadrado construido e

0s niveis, e escrever algebricamente a expressao
para o calculo da medida do perimetro de cada
quadrado construido em uma etapa qualquer.

0,.5.1: Nogéo de relagdo de
recorréncia; nogéo de
potenciacdo de nimeros
inteiros, racionais e irracionais;
e nocao de progressao
geomeétrica.

0,45 4: Algebra e
Aritmética.

Fonte: o autor (2022).
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De acordo com o que foi apresentado no Quadro 18, a respeito das subtarefas da tarefa
t4, € possivel observar que, para a subtarefa t, ;, 0s estudantes E, e E; empregaram a técnica

prevista na anélise a priori (Figura 53).

Figura 53 - Resolugdo de E, e E, referente a subtarefa t, ;
S ?Aadfmobr ) 3 z
2. Considere o nimero 1 (um), como sendo a medida do lado do quadrado. Qual a medida do perimetro

do quadrado da Etapa 0? £ 4 , gegamets & ‘C(%’/M /?M%”;" 7 Loolets | steamers
i TS ...,\,|:,:..%,.,.1,1,1,.?.&‘%174...\%) 1 ol

Fonte: acervo do autor (2022).

A dupla explicou que considerou a medida do lado do quadrado como 1 (um), conforme
informado no enunciado, e multiplicou pelo total de lados do quadrado (4 lados). Desse modo,
0s estudantes E, e E, mobilizaram a técnica 7,44, que pode ser justificada pelo bloco
tecnoldgico-tedrico [0411,0411], €M que a tecnologia 6,,,; pautou-se na nocdo de
multiplicacdo aritmética e nocdo geométrica de perimetro. A respeito da teoria 0, ; 1, que rege
todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e
medidas, pois os estudantes deveriam considerar o valor 1 (um) como a medida do lado do
quadrado e multiplicar pelo numero de lados do quadrado (4 lados). Logo, foi possivel
identificar a mobilizacéo do quarteto praxeoldgico [Ty, T41.1,64.1.1, ©4.1.1]-

Os estudantes E;; E, e E3; E, e Es; Eg e Eqq; € E;1 € E;, apresentaram resolugoes
semelhantes. As descri¢Oes ilustradas nas figuras a seguir sdo dos estudantes E;; e E;; € E;5,
respectivamente:

Figura 54 - Resolucdo de E; referente a subtarefa t, 4

Considere o nimero 1 (um), como sendo a medida do lado do quadrado. Qual a medida do perimetro

do quadrado da Etapa 0? Qma&’%'& g L e muu
Ja0en £ G Sermo dius Poqus e 4 oden | N

2 Mnal a madida Aa dran Aa Aanadeada Aa Téaasn

Fonte: acervo do autor (2022).

)

Figura 55 - Resolugdo de E;, e E,, referente a subtarefa ¢, ,

2. Considere o nimero 1 (um), como sendo a medida do lado do quadrado. Qual a medida do perimetro
do quadrado da Etapa 07 Y, /9.‘ /.»;;TG conz de adic ao

R @ P IS L B R S 1 ; EO e

Font‘é: acervo do autor (2022).

Para respostas como essas, que se referem a soma dos lados ou conta de adicéo,
identificamos o0 seguinte quarteto praxeologico [Ty, 7412, 60412, 041.1], POIS Nd0 haviamos
previsto essa técnica em nossas analises. Assim, os estudantes E;; E, e E3; E, e Es; Eq e Eqq; €
E; ;1 e E;, mobilizaram a técnica 7, ; ,, que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico
[641.2,0411], €M que a tecnologia 6,,, ampara-se na no¢do de soma aritmética e nogéo

geométrica de perimetro. A respeito da teoria ©,;;, que rege todas as componentes
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praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas, pois 0s
estudantes deveriam considerar o valor 1 (um) como a medida do lado do quadrado e somar a
medida de todos os lados do quadrado (4 lados). Portanto, foi possivel identificar a mobilizacéo
do quarteto praxeologico [Ty, T4.1.2,041.2, 04111

Ressaltamos que os estudantes Eg; E;5 € E;, apresentaram a resposta correta, mas sem
detalhar a estratégia utilizada. Nesse sentido, ndo conseguimos evidenciar nem intuir a técnica
empregada, pois nas resolucbes do mesmo item para as etapas posteriores iSso se repetiu.
Portanto, ndo foi possivel fazer a caracterizacdo do quarteto praxeoldgico. A seguir, a Figura

56 ilustra a resolucdo apresentada pelo estudante Eg.

Figura 56 - Resolucdo de Egreferente a subtarefa t, ,

2. Considere 0 nimero 1 (um), como sendo a medida do lado do quadrado. Qual a medida do perimetro
3 :

doquadradodaEtapaO?Ll f),@nq;j_./ Yim X009 49 bods 1l

IR S PSRBT (3 i S

' Fonte: acervo do autor (2022). ‘

Com relacdo a subtarefa t, ,, 0s estudantes Eq e E,, apresentaram uma resolucéo que
se enquadra na técnica prevista na analise a priori, com a ressalva de apresentarem a resposta

na forma decimal e com valor aproximado (2,82) (Figura 57), ao invés da resposta na forma de

radiciacdo (2v/2).

Figura 57 - Resolucdo de E, e E,, referente a subtarefa t,

‘. 0o
)
L B

Fonte: acervo do autor (2022).

Jé os estudantes E, e E, apresentaram a resposta correta, mas sem evidenciar a estratégia
utilizada. Intuimos que a dupla empregou a mesma técnica utilizada no mesmo item da etapa
anterior, multiplicar a medida do lado do quadrado por 4.

Assim, os estudantes E; e E5; e Eq € E;, mobilizaram a técnica 7, ,,, que pode ser
justificada pelo bloco tecnolégico-teorico [6, 5 1, 042 1], €M que a tecnologia 6, , ; fundamenta-
se na nocdo de multiplicacdo aritmética e nogcdo geométrica de perimetro. Em relagdo a teoria
0,41, que rege todas as componentes praxeologicas, identificamos a Aritmética, a Geometria,
e Grandezas e medidas, pois 0s estudantes deveriam considerar a medida do lado do quadrado
e multiplicar pelo numero de lados do quadrado (4 lados). Portanto, foi possivel identificar a

mobilizacdo do quarteto praxeoldgico [Ty, T42.1,6042.1,042.1]-
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No que diz respeito a subtarefa t, 3, 0s estudantes E, € E-; e Eq € E;o empregaram a

técnica prevista na analise a priori. As figuras a seguir ilustram as resolugdes das duplas:

Figura 58 - Resolucdo de Ej e E, referente a subtarefa ¢, 5

H:ZW’WM(/#A'A?MQW Y

Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 59 - Resolucdo de E, e E;, referente a subtarefa ¢, 5
/\\
QD \
x4 i

|

oD |

Fonte: acéfVo do autor (2022).

Diante disso, as duas duplas mobilizaram a técnica 7, 3 4, que pode ser justificada pelo

bloco tecnoldgico-tedrico [0431,04341], €M que a tecnologia 6,3, pauta-se na nogdo de

multiplicacdo aritmética e no¢do geométrica de perimetro. Em relacéo a teoria 0, 5 ;, que rege

todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e

medidas, pois os estudantes deveriam considerar a medida do lado do quadrado e multiplicar

pelo nimero de lados do quadrado (4 lados). Logo, foi possivel identificar a mobiliza¢do do

quarteto praxeoldgico [Ty, 7431, 60431, 043.1]-

No que se refere a subtarefa t, 4, 0s estudantes E;; E, € E; E;5s € E;, empregaram a

técnica prevista na analise a priori, com a ressalva de apresentarem a resposta na forma decimal

e com o valor aproximado (1,4), ao invés da forma de radiciacdo (v/2). As figuras seguintes

mostram as respostas dos estudantes:

Figura 60 - Resolucdo de E, referente a subtarefa t, ,
SUELEL /oo A A ivn Aot s BRAAA AR AL
\ » =
4. Qual a medida do perimetro de cada quadrado construido na Etapa 3? < | 4 0t s H XY = )L/O
: 2
Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 61 - Resolucdo de E e E, referente a subtarefa ¢, ,
= g TVNAN YT 7 A JO L) : g , U
’ s f ARgmbnd
L{ =~ Ay C, 1: XLy L"l n ,1‘ ~
. \ - AL

Vi .,;174',:; Uz
‘—' [ un [1 .—’,‘ » el r \V
Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 62 - Resolucdo de Eq € E;, referente a subtarefa ¢, ,

_035x4=4 Y

Fonte: acervo do autor (2022).
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Os estudantes Eq e E; apresentaram a resposta correta, mas sem evidenciar a estratégia
utilizada. Nesse sentido, intuimos que possivelmente os estudantes empregaram a mesma
técnica do item da etapa anterior, multiplicar a medida do lado do quadrado por 4.

Dessa forma, os estudantes E;; Eq e E7; Eq € Eqq; € E15 € E; mobilizaram a técnica
T441, Que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [6441,0444], €M que a
tecnologia 6,,, pauta-se na nocdo de multiplicacdo aritmética e nocdo geométrica de
perimetro. No que se refere a teoria 0,44, que rege todas as componentes praxeoldgicas,
identificamos a Aritmética, a Geometria e Grandezas e medidas, pois 0s estudantes deveriam
considerar a medida do lado do quadrado e multiplicar pelo nimero de lados do quadrado (4
lados). Portanto, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto praxeoldgico
(T4, T441, 0441, 0441]-

J& os estudantes E,; e E;, apresentaram a resolucdo correta na forma decimal e com
valor aproximado (1,4), e recorreram a estratégia da soma dos lados, conforme mostra a figura

a sequir.

Figura 63 - Resolucdo de Ey, e Ej, referente a subtarefa ¢, 4

B. QCQ;”&@' Nomede © debory

=2 ) 5
Fonte: acervo do autor (2022).

Desse modo, identificamos o seguinte quarteto praxeol0gico [Ty, T4.4.2,04.4.2,04.42],
pois ndo haviamos previsto essa técnica em nossas analises. Logo, os estudantes E;; e E;,
mobilizaram a técnica 7,,,, que pode ser justificada pelo bloco tecnolédgico-tedrico
[0442,044-], €M que a tecnologia 6, 4, fundamenta-se na nocdo de soma aritmética e nogédo
geométrica de perimetro. No que se refere a teoria 0,,,, que rege todas as componentes
praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas, pois 0s
estudantes deveriam considerar a medida do lado do quadrado e somar a medida de todos os
lados do quadrado (4 lados). Assim, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto
praxeologico [Ty, T4.4.2, 0442, Osa2]-

Com relacéo a subtarefa t, 5, nenhum estudante conseguiu construir uma formula para
o célculo da medida do perimetro do quadrado construido em uma etapa qualquer.

Elaboramos o Quadro 19, com base no quarteto praxeoldgico mobilizado pelos
estudantes nas resolucGes da tarefa t,, no qual buscamos relacionar habilidades, objetos de

conhecimento e unidades tematicas preconizadas na BNCC.
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Quadro 19 - Elementos da BNCC relacionados a tarefa t,

(Continua)
Objetos de Unidades
Estudantes Técnicat Habilidades relacionadas Tecnologia 8 conhecimento Teoria @ tematicas
relacionados relacionadas
(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear flgur:':\s planas (glrculo, 0, 1 ,: Conhecimento
guadrado, retangulo e triangulo) 4o el fi | . .
Tg11t em desenhos apresentados em 0 %en&ento |9ur§1 Figuras Igeometrlcas
Multiplicar a diferentes disposi¢des ou em quamz?tioiiggggg € reconﬁeginn?lse.nto do
Ei;E;eE; E, medida do contornos de faces de solidos muftiplicacao
: : - aritmética e nogéo formato das faces de
eEs; Eq e E; lado do geomeétricos. . . o O411: .
. geométrica de figuras geométricas T Geometria,
Ey € Eyo; By @ | quadrado por erimetro espaciais Aritmetica, Grandezas e
Ey,. 4, (EFO6MAO03) Resolver e P - pacials. Geometria e L didas o
elaborar problemas que ) - ~ X Grandezas e .
(11 T41.: Somara | envolvam célculos (mentais ou 04.1.5: Conhecimento Operacdes (adicao, medidas. Numeros.

participantes)

medida de
todos os lados
do quadrado.

escritos, exatos ou aproximados)
com nmeros naturais, por meio
de estratégias variadas, com
compreensao dos processos
neles envolvidos, com e sem uso
de calculadora.

do elemento figural
quadrado, nocao de
soma aritmética e
nogdo geométrica de
perimetro.

subtracdo,
multiplicacéo, divisdo
e potenciacdo) com
nimeros naturais.
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(Continua)

(EFO1IMA14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado, retangulo e
tridngulo) em desenhos
apresentados em diferentes
disposi¢des ou em contornos

Figuras geométricas
planas: reconhecimento do
formato das faces de
figuras geométricas

T421° 1 84.2.1: Conhecimento do espaciais. .
EceE;;Ege | Multiplicar a de faces de solidos elemento figural NG o 0421 Geometria,
Eyo. medida do geometricos. guadrado, nogdo de Hmeros ra?onals na Aritmetica, Grandezas e
S R representacao fracionaria e metri .
(4 lado do (EFO7TMA12) Resolver e multiplicacdo aritmética P na degimal' USOS gfgn dgtzazg medidas e
articipantes) | Qquadrado por elaborar problemas que e nocdo geométrica de x o . NUmeros.
P P ) 4, envolvam as operagdes com perimetro. orggrrﬁga:)onf Ozsg;)crlea}[(;ao medidas.
nUmeros racionais. np ~
) numérica e operacdes.
(EFO9MA03) Efetuar calculos A
y - . Poténcias com expoentes
com numeros reais, inclusive ) fracionari
poténcias com expoentes negativos e fracionarios.
fracionarios.
(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas Figuras geométricas
(circulo, quadrado, retangulo e g_ geom
triangulo) em desenhos planas: reconhecimento do
. formato das faces de
apresentados em diferentes figuras geométricas
Tasy: disposi¢des ou em contornos 8, 31: Conhecimento do espaciais. o .
E¢e E; Ege | Multiplicar a de faces de solidos elemento figural . . D431 Geometria,
E1o. medida do geometricos. quadrado, nogao de Numeros raglonals na Aritmetica, Grandezas e
S R representacao fracionéria e metri .
(4 lado do (EFO7MA12) Resolver e multiplicacdo aritmética P na degimal' USOS g(:;n dgtzazg medidas e
participantes) | duadrado por elaborar problemas que e nocdo geométrica de N o ) NUmeros.
~ § ordenacéo e associacao medidas.
4, envolvam as operagdes com perimetro.

ndmeros racionais.

(EFOOMA03) Efetuar célculos
com ndmeros reais, inclusive
poténcias com expoentes
fracionarios.

com pontos da reta
numeérica e operacoes.

Poténcias com expoentes
negativos e fracionarios.
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(Concluséo)

Ey; Es € E7; Eg
Eiz; Eqs € Eqe.

(9 participantes)

T‘_}Af._l:
Multiplicar a

medida do
lado do
quadrado por
4,

T4 SOMara
medida de
todos os lados
do quadrado.

(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado, retangulo
e triangulo) em desenhos
apresentados em diferentes
disposicBes ou em contornos
de faces de sélidos
geomeétricos.

(EFO7TMA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operaces com
ndmeros racionais.

(EFO9MA03) Efetuar
calculos com numeros reais,
inclusive poténcias com
expoentes fracionarios.

04.4.1: Conhecimento
do elemento figural
guadrado, noc¢do de
multiplicagéo
aritmética e nogéo
geométrica de
perimetro.

044, Conhecimento
do elemento figural
quadrado, nogao de
soma aritmética e
nogdo geométrica de
perimetro.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

NUmeros racionais na
representacao fracionaria
e na decimal: usos,
ordenacao e associagao
com pontos da reta
numeérica e operagoes.

Poténcias com expoentes
negativos e fracionarios.

O441:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Geometria,
Grandezas e
medidas e
Numeros.

Fonte: o autor (2022).
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Com relagdo ao que se apresenta no Quadro 19, podemos observar, com base nas
praxeologias empregadas pelos estudantes para a resolugéo das subtarefas do Tipo de tarefa T,
a mobilizacdo de habilidades, objetos de conhecimento e unidades tematicas preconizadas na
BNCC.

Nesse contexto, evidenciamos a mobilizacéo das habilidades:

(EFOIMAZ14) Identificar e nomear figuras planas (circulo, quadrado,
retangulo e tridngulo) em desenhos apresentados em diferentes disposi¢des ou
em contornos de faces de solidos geométricos (BRASIL, 2018, p. 279).

[...] (EFO7MA12) Resolver e elaborar problemas gque envolvam as operacdes
com nimeros racionais (BRASIL, 2018, p. 307).

[...] (EFOOMAO3) Efetuar calculos com ndmeros reais, inclusive poténcias
com expoentes fracionarios (BRASIL, 2018, p. 317).

Essas habilidades estdo associadas com as técnicas de multiplicar a medida do lado do
quadrado por 4 e somar a medida de todos os lados do quadrado, as quais foram utilizadas pelos
estudantes para a resolucdo da subtarefa t, .

Para empregar a técnica mencionada, o estudante precisa ter conhecimento do elemento
figural quadrado, no¢do de multiplicacdo aritmética e nogdo geométrica de perimetro. No caso
do emprego da técnica de somar a medidas de todos os lados do quadrado, o estudante precisa
ter conhecimento do elemento figural quadrado, nogdo de soma aritmética e nogcdo geomeétrica
de perimetro. Dessa forma, compreendemos que ocorre a mobilizacdo dos objetos de

conhecimento:

Figuras geométricas planas: reconhecimento do formato das faces de figuras
geomeétricas espaciais (BRASIL, 2018, p. 278).

[...] NUmeros racionais na representacdo fracionéria e na decimal: usos,
ordenacdo e associagdo com pontos da reta numérica e operagdes (BRASIL,
2018, p. 306).

[...] Poténcias com expoentes negativos e fracionarios (BRASIL, 2018, p.
316).

Tais objetos de conhecimento encontram-se descritos na unidade tematica Geometria e
NUmeros. Ressaltamos que ndo conseguimos identificar habilidades relacionadas com no¢édo
geométrica de perimetro. Por esse motivo, ndo enunciamos objetos de conhecimento e unidades
tematicas relacionadas a ela. Assim, apresentamos apenas os elementos da BNCC que possuem
relagdo com conhecimento do elemento figural quadrado e nocao de soma aritmética, conforme
ja apresentado.

A seguir, apresentamos o Quadro 20, com a analise a posteriori das praxeologias do

Tipo de Tarefa Ts, referentes a tarefa ts.
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Quadro 20 - Analise a posteriori do Tipo de Tarefa Ty

(Continua)

Tipo de Tarefa

Generalizar o céalculo da medida da area de cada quadrado construido em cada etapa da construcao do fractal Arvore Pitagorica.

Ty
Tarefa tg Construir uma formula para o calculo da medida da area de cada quadrado construido em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica.
Estudantes Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria ©
EyeBs; Eg e ts1: Encontrar a medida - . 05 1.1: Conhecimento do elemento | ©g 4 1: Aritmética
E;; Eq e Ey,. 51 T 1.1: Multiplicar a medida de um lado do 511 < - 5.1.1° ) :
da érea de cada ; figural quadrado, no¢do geomeétrica Geometria e
. guadrado vezes a medida do outro lado do g 2
© quadrado construido na quadrado de area e (_Jle mqltlpllcagao Grand_ezas e
Etapa 0 do fractal. ' aritmética. medidas.

participantes)

EceE; Eqe
Elo.

(4
participantes)

ts»: Encontrar a medida
da érea de cada
quadrado construido na
Etapa 1 do fractal.

Ts.,.1: Multiplicar a medida de um lado do
guadrado vezes a medida do outro lado do
quadrado.

05 5 1: Conhecimento do elemento
figural quadrado, nogdo geométrica
de area e de multiplicacéo
aritmética.

05, 1: Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Ei; Eg € E;; Eg
eElo.

(5
participantes)

E, e Es.

(2
participantes)

ts 3: Encontrar a medida
da é&rea de cada
guadrado construido na
Etapa 2 do fractal.

Ts 3.1: Multiplicar a medida de um lado do
guadrado vezes a medida do outro lado do
guadrado.

Ts 3.,: ldentificar a relagdo numérica entre a
medida da area de cada quadrado construido na
Etapa 2 e 0 quadrado construido na etapa
anterior e dividir a medida da area do quadrado
construido por 2.

05 5 1: Conhecimento do elemento
figural quadrado, nogdo geométrica
de area e de multiplicacéo
aritmética.

05 5 ,: Conhecimento do elemento
figural quadrado, nogdo geométrica
de érea, relacdo de recorréncia e
divisdo aritmética.

05 3 1: Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.
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(Concluséo)

Ei;Eqe Es; Eqy
e Ejo; Ejs €
E16.

(7
participantes)

ts 4: Encontrar a medida da
area de cada quadrado
construido na Etapa 3 do
fractal.

Ts 4 1: Multiplicar a medida de um lado do
guadrado vezes a medida do outro lado do
guadrado.

0< 4 1: Conhecimento do
elemento figural quadrado,
nogao geométrica de area e de
multiplicacdo aritmética.

95.4.1:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Nenhum
participante.

ts 5: Construir uma
formula para o célculo da
medida da &rea de cada
guadrado construido na
Etapa N do fractal Arvore
Pitagorica.

Ts5.4: ldentificar um fator comum entre as
subtarefas anteriores, uma relagdo numeérica entre a
medida da area de cada quadrado construido e 0s
niveis, e escrever algebricamente a expressao para
o célculo da medida da &rea de cada quadrado
construido em uma etapa qualquer.

05 .5.1: Nocéo de relacdo de
recorréncia; de potenciagdo de
numeros inteiros, racionais e
irracionais; nogao de
multiplicacdo e de progressdo
geomeétrica.

@5 : Algebrae
Aritmética.

Fonte: o autor (2022).
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Apos a leitura do Quadro 20, no que concerne as subtarefas da tarefa tg, podemos
observar que os estudantes apresentaram resolucdes conforme previsto na analise a priori, com
excecdo da subtarefa ts s, pois nenhum estudante conseguiu construir uma férmula para o
calculo da medida da &rea de cada quadrado construido em uma etapa qualquer.

A respeito da resolucdo da subtarefa ts ;, 0s estudantes E, e Es; Eg € E;; € Eq € Eq
apresentaram a solucéo correta e com a técnica multiplicar a medida de um lado do quadrado
vezes a medida do outro lado do quadrado. As imagens a seguir mostram as repostas dos

estudantes:

Figura 64 - Resolucdo de E, e Es referente a subtarefa ts ;

Fonte: acervo do autor (2022).

-

- i Figura 65 - Resolugdo de E, e E; refe‘r'ent‘_(?r e‘_x_s'uta)}gre(f ts
!'| 3.7Qual a medida da area do qﬁﬂfg’mdﬁta‘ B el

{/
o e ¢

Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 66 - Resolucdo de E, e E,, referente a subtarefa t

Fonte: acervo do autor (2022).

Assim, os estudantes E, e Es; Eq € E; e Eq € E;o mobilizaram a técnica s ; 1, que pode
ser justificada pelo bloco tecnoldgico-teorico [05 1.1, ©51.1], €M que a tecnologia 65 4 ; pautou-
se na nogdo geométrica de area e de multiplicacdo aritmética. A respeito da teoria 054 4, que
rege todas as componentes praxeologicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e
Grandezas e medidas. Logo, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto praxeolégico
[Ts,T5.1.1,U5.1.1, O5.1.1]-

Os estudantes E;; Eg; E1, € Ey,; e E 3 e E;, apresentaram a resposta correta, mas com
justificativas que consideramos inadequadas, e por esse motivo ndo enquadramos a resposta em
um quarteto praxeoldgico. A seguir, podemos ver as justificadas apresentadas pelos estudantes
E, e Eg:
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Flgura 67 Resolugao de E; referente a subtarefa tsq
AT (st s (PSR o)
<) Qual a mt,dxda da arca do quadrado da Etapa 0?

) X ' - 3t
—-)—O:—un-jmw a® I amayy ada Lomprumamisnds un'’

Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 68 - Resolucdo de Ej referente a subtarefa ¢ ,
3. Qual a medida da 4rea do quadrado da Etapa 0? { | 09 ; }
48/ a s

L ;",)1; “‘*})JJ:[“L WJP‘

——

Fonte: acervo do autor (2022).

Os estudantes E,; e E;,; E;3 e E;, apresentaram uma justificativa idéntica a do
estudante Eg. Poderiamos considerar essa justificativa, se ela fosse complementada, por
exemplo, com o emprego da ferramenta Area, clicando sobre o quadrado para descobrir a 4rea
da figura, ou visualizando o valor da medida da area na Janela de Algebra. Assim, em se
tratando de apenas um quadrado para essa etapa, justificaria a resposta.

Para a resolucdo da subtarefa t<,, 0s estudantes E, e E,; Eq € E;, apresentaram a
resposta correta, mas sem explicitar o processo utilizado. A resposta dos estudantes encontra-

se na forma decimal e com valor aproximado, diferentemente do que previmos em nossa
Sy , . , . 1 ,
analise, uma vez que esperavamos a resposta na forma fracionaria (E) Intuimos que os

estudantes empregaram, para essa subtarefa, a mesma estratégia do item da etapa anterior,
multiplicar a medida de um lado do quadrado vezes a medida do outro lado do quadrado.

Nesse sentido, os estudantes E, € E,; e Eq € E;o mobilizaram a técnica s , ;, que pode
ser justificada pelo bloco tecnologico-teorico [05 5 1, ©5 5 1], em que a tecnologia 65 , ; ampara-
se na no¢do geométrica de area e de multiplicacdo aritmética. No que se refere a teoria O 5 4,
que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e
Grandezas e medidas. Portanto, foi possivel identificar a mobilizac&o do quarteto praxeoldgico
[Ts, 7521, 6521, 05.21]-

Ja os estudantes E; e E,; E;; € E;, apresentaram a resposta correta, mas sem evidenciar
0 processo utilizado. Por esse motivo, ndo conseguimos identificar nem intuir a técnica
empregada e, portanto, as respostas nao foram enquadradas em um quarteto praxeoldgico.

Para a subtarefa tz; 0s estudantes E;; Eq € E;; e Eq € E;, apresentaram resolugdes

semelhantes e que consideramos correta, mas na forma decimal, ao invés da forma fracionaria

1 . i .
(Z)’ conforme previmos em nossa analise. A seguir, apresentamos a resposta do estudante E;:
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Fonte: acervo do autor (2022).

Desse modo, os estudantes E;, E¢ € E, € Eq € E;, mobilizaram a técnica 75 5 4, que pode
ser justificada pelo bloco tecnologico-teorico [6s 34, 053.1], em que a tecnologia s 5 ; pauta-
se na nocao geométrica de area e de multiplicacédo aritmética. No que diz respeito a teoria ¢ 5 4,
que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e
Grandezas e medidas. Logo, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto praxeolégico
[Ts,T53.1,U5.3.1, O5.3.1]-

Os estudantes E, e E; apresentaram a resposta correta, mas com uma técnica diferente
da que haviamos previsto em nossa analise. Portanto, para a resposta dos estudantes,
identificamos o seguinte quarteto praxeoldgico [Ts, Ts 3.2, 0532, 0531 |- A Figura 70 mostra a

resposta dos estudantes.

Figura 70 - Resolucdo de E, e E; referente a subtarefa ts

Fonte: acervo do autor (2022).

A justificativa é valida, pois ao reconhecer a relacdo de recorréncia entre a medida da
area do quadrado construido em cada etapa, € possivel afirmar que a medida da area do
quadrado construido na Etapa 2 equivale a metade da medida da area do quadrado construido
na etapa anterior. Desse modo, os estudantes E, e E5 mobilizaram a técnica 75 5 5, que pode ser
justificada pelo bloco tecnoldgico-teorico [05 3 2, @5.51], em que a tecnologia 65 5 , ampara-se
na nocao geométrica de area e de divisao aritmética. Com relagdo a teoria 05 5 1, que rege todas
as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e
medidas. Assim, foi possivel identificar a mobilizacio do quarteto praxeoldgico
[Ts, 7532, U532, O5.3.1]-

No que diz respeito a subtarefa t , 0s estudantes E;; Eq € E;; € E;5 € E;¢ apresentaram
respostas semelhantes, além de expressarem o valor aproximado e na forma decimal. As

solucBes assemelham-se & resposta da dupla Eg € E-, conforme ilustra a figura abaixo.
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Figura 71 - Resolucdo de E4 e E, referente a subtarefa ts ,
AT /,' y RN / - I

Fonte: acervo do autor (2022).

J& os estudantes Ey e E;, apresentaram apenas a resposta correta, sem explicitar a
estratégia utilizada. No entanto, haja vista as respostas desse mesmo item para as etapas
anteriores, intuimos que os estudantes empregaram a mesma técnica, multiplicar a medida de
um lado do quadrado vezes a medida do outro lado do quadrado.

Dessa forma, os estudantes Ey; Eg € E;; Eg € Eqg; € Ey5 € E;¢ empregaram a técnica
Ts44q, que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [0s4.1,0541], €M que a
tecnologia 65 4, ; fundamenta-se na nocdo geométrica de area e de multiplicacdo aritmética. Em
relacdo a teoria ©c,,, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a
Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas. Portanto, foi possivel identificar a
mobilizacdo do quarteto praxeoldgico [Ts, Ts4.1, 0541, Os4.1]-

Para a resolucdo da subtarefa tc,, 0s estudantes E;; e E;, apresentaram a resposta
correta, mas com a justificativa que consideramos equivocada. A figura seguinte ilustra a

resposta das estudantes.

Figura 72 - Resolu&ao de E;; e E;, referente a subtarefa t. ,

i @\W%Wo&g csxgpuo‘xo%Qéochyv

Fonte: acervo do autor (2022).

A soma da area dos quadrados nao justifica a resposta, ao determinar a medida da area
do quadrado construido na Etapa 3. Entendemos que essa explicacdo poderia ser usada ao
determinar a medida da area total da figura (item 6 da tarefa), mas os estudantes nao recorreram
a essa justificativa.

Por fim, os estudantes E; e E, apresentaram a resposta correta, mas com valor
aproximado e na forma decimal. Destacamos que a dupla néo descreveu nenhuma explicacdo
para obter essa solugdo. Assim, ndo conseguimos identificar um quarteto praxeoldgico para a
resposta dos estudantes.

Elaboramos o Quadro 21, com base no quarteto praxeoldégico mobilizado pelos
estudantes nas resolucOes da tarefa ts, no qual buscamos relacionar habilidades, objetos de

conhecimento e unidades tematicas preconizadas na BNCC.
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Quadro 21 — Elementos da BNCC relacionados a tarefa ts

(Continua)
Objetos de Unidades
Estudantes Técnicat Habilidades relacionadas Tecnologia 8 conhecimento Teoria ® tematicas
relacionados relacionadas
(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas (circulo,
guadrado, retdngulo e
tridngulo) em desenhos . .
. Figuras geométricas
apresentados em diferentes ) .
di - planas: reconhecimento
isposicdes ou em contornos do formato das faces de
de faces de sélidos . -
COMETicos figuras geométricas
 Multiol 9 ' 65, 1: Conhecimento espaciais.
E,eEs; Ege | 'SLLU Multiplicar do elemento figural Oc 11 )
E4' E Sé E6 a medida de um (EFO7MAL2) Resolver e uadrado, nogéo Quantificacdo de Aritrsﬁlé'%ilca Geometria,
70 =9 % =10* | ado do quadrado elaborar problemas que quadrado, nog ¢ . Grandezas e
. ~ geomeétrica de rea e elementos de uma Geometria e :
vezes a medida envolvam as operagdes com N a medidas e
(6 . L nocdo de colegdo: estimativas, Grandezas e .
- do outro lado do ndmeros racionais. RA . NUmeros.
participantes) uadrado multiplicacdo contagem um a um, medidas.
a ' aritmética. pareamento ou outros

(EFO8MA19) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam medidas de area de
figuras geométricas, utilizando
expressdes de calculo de area
(quadrilateros, triangulos e
circulos) em situagdes, como
determinar medida de terrenos.

agrupamentos e
comparagéo.

Area de figuras planas.

142



(Continua)

EceE; Eqe
Eio.

(4
participantes)

T?.Z._l:
Multiplicar a

medida de um
lado do quadrado
vezes a medida
do outro lado do
guadrado.

(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado, retangulo
e triangulo) em desenhos
apresentados em diferentes
disposi¢bes ou em contornos
de faces de sélidos
geométricos.

(EFO7TMA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operaces com
ndmeros racionais.

(EFO8MA19) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam medidas de area de
figuras geomeétricas,
utilizando expressdes de
calculo de area
(quadrilateros, tridngulos e
circulos) em situagdes, como
determinar medida de
terrenos.

05, 1: Conhecimento do
elemento figural quadrado,
no¢do geométrica de area e

nog¢do de multiplicagao

aritmética.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

NUmeros racionais na
representacao
fracionaria e na
decimal: usos,
ordenacao e associagao
com pontos da reta
numerica e operagoes.

Avrea de figuras planas.

O52.1:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Geometria,
Grandezas e
medidas e
Ndmeros.
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(Continua)

Ei; E; e Es;
EceE; Eqe
Eip-

(7
participantes)

Ts 5 1: Multiplicar a
medida de um lado do
quadrado vezes a
medida do outro lado
do quadrado.

Ts 3.0 Identificar a
relacdo de recorréncia
entre a medida da area

de cada quadrado
construido na Etapa 2 e
0 quadrado construido

na etapa anterior e
dividir a medida da area
do quadrado construido

por 2.

(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado, retangulo
e triangulo) em desenhos
apresentados em diferentes
disposicGes ou em contornos
de faces de sélidos
geomeétricos.

(EFO7TMA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operaces com
ndmeros racionais.

(EFO8MA19) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam medidas de area
de figuras geométricas,
utilizando expressoes de
célculo de area
(quadrilateros, tridngulos e
circulos) em situagdes, como
determinar medida de
terrenos.

05 5 1: Conhecimento
do elemento figural
quadrado, nogéo
geomeétrica de area e
nocao de
multiplicacéo
aritmética.

05 3 »: Conhecimento
do elemento figural
quadrado, nogéo
geométrica de area,
relacéo de
recorréncia e divisdo
aritmética.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

NUmeros racionais na
representacao
fracionaria e na
decimal: usos,
ordenacao e associagao
com pontos da reta
numerica e operagoes.

Avrea de figuras planas.

O53.1:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Geometria,
Grandezas e
medidas e
NUmeros.
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(Concluséo)

Ey; Eg € Ey;
E16-

(7
participantes)

Ts4.1: Multiplicar
a medida de um
lado do quadrado
vezes a medida
do outro lado do
quadrado.

(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas (circulo,
guadrado, retdngulo e
triangulo) em desenhos
apresentados em diferentes
disposicGes ou em contornos de
faces de s6lidos geométricos.

(EFO7TMA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operagdes com
nUmeros racionais.

(EFO8MA19) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam medidas de area de
figuras geométricas, utilizando
expressdes de calculo de area
(quadrilateros, triangulos e
circulos) em situagdes, como
determinar medida de terrenos.

05 4.1: Conhecimento
do elemento figural
quadrado, nogéo
geométrica de area e
nocao de
multiplicacéo
aritmética.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

Quantificacdo de
elementos de uma
colecéo: estimativas,
contagem um a um,
pareamento ou outros
agrupamentos e
comparacéo.

Avrea de figuras planas.

O5.4.1:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Geometria,
Grandezas e
medidas e
NUmeros.

Fonte: o autor (2022).
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Com o Quadro 21, podemos observar, com base nas praxeologias empregadas pelos
estudantes para a resolucéo das subtarefas do Tipo de tarefa T, a mobilizacdo de habilidades,
objetos de conhecimento e unidades teméticas preconizadas na BNCC.

Podemos notar, por exemplo, a mobilizacédo das seguintes habilidades:

(EFOLMA14) Identificar e nomear figuras planas (circulo, quadrado,
retangulo e tridngulo) em desenhos apresentados em diferentes disposi¢des ou
em contornos de faces de sélidos geométricos (BRASIL, 2018, p. 279).

[...] (EFO7MA12) Resolver e elaborar problemas que envolvam as operacGes
com numeros racionais (BRASIL, 2018, p. 307).

[...] (EFO8MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de
area de figuras geométricas, utilizando expressdes de célculo de é&rea
(quadrilateros, triangulos e circulos) em situa¢fes, como determinar medida
de terrenos (BRASIL, 2018, p. 315).

Tais habilidades estdo associadas com a técnica multiplicar a medida de um lado do
qguadrado vezes a medida do outro lado do quadrado. Para o emprego dessa técnica,
compreendemos que o estudante precisa reconhecer o elemento figural quadrado e ter
conhecimento da nocdo geométrica de area e de multiplicacdo aritmética. Dessa forma,
entendemos que, com base nessas nocdes, ocorre a mobilizagdo dos seguintes objetos de

conhecimento:

Quantificacdo de elementos de uma colegdo: estimativas, contagem um a um,
pareamento ou outros agrupamentos e comparacao (BRASIL, 2018, p. 278).
[...] Figuras geométricas planas: reconhecimento do formato das faces de
figuras geométricas espaciais (BRASIL, 2018, p. 306).

[...] Area de figuras planas (BRASIL, 2018, p. 314).

Os objetos de conhecimento supramencionados estdo descritos nas unidades tematicas
Numeros, Geometria, e Grandezas e medidas, respectivamente.

Em relacdo a subtarefa t< <, 0s estudantes ndo conseguiram empregar uma técnica para
resolvé-la. Sendo assim, ndo foi possivel relacionar habilidades, objetos de conhecimento e
unidades tematicas para essa subtarefa.

Na sequéncia, apresentamos o Quadro 22, contendo a analise a posteriori das

praxeologias do tipo de tarefa T, referente a tarefa t,.
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Quadro 22 - Analise a posteriori do Tipo de Tarefa T,

(Continua)
Tipo d; Tarefa Generalizar o céalculo da medida total da area da figura em cada etapa da construco do fractal Arvore Pitagorica.
6
Tarefa tq Construir uma férmula para o calculo da medida total da area da figura em cada etapa do fractal Arvore Pitagorica.
Estudantes Subtarefa Técnicat Tecnologia 8 Teoria ©

E,eEs; Ege Ey;

(6 participantes)

te.1: Encontrar a medida
total da area da figura na
Etapa 0 do fractal.

Te.1.1: Considerar a medida da &rea do
guadrado encontrada no item anterior.

0¢.1.1: Conhecimento do elemento
figural quadrado e nogéo
geométrica de area.

0¢.1.1: Aritmética,
Geometria e
Grandezas e medidas.

E e E;.
(2 participantes)

Eg € ElO; E11 €
E12.

(4 participantes)

te.: Encontrar a medida
total da area da figura na
Etapa 1 do fractal.

Tg.2.1: Multiplicar a medida da &rea do
quadrado construido nessa etapa por 2 e
somar com a medida da area da figura da

etapa anterior (Etapa 0).

Tg2.2: SOmar a medida da area dos quadrados
construidos nessa etapa com a medida da area
da figura da etapa anterior (Etapa 0).

O¢.2.1: Conhecimento do elemento
figural quadrado, nogao de
multiplicacdo e soma aritmética.

06.2.2: Conhecimento do elemento
figural quadrado e nocéo de soma
aritmética.

0¢.2.1: Aritmética,
Geometria e
Grandezas e medidas.

Tg.3.1: Multiplicar a medida da &rea do

Ey; Eg e E;. te3: Encpntrar a_medlda quadrado construido nessa etapa por 4 e B6.3.1: Conhecimento do e~lemento 06.3.1: Aritmetica,
total da rea da figura na . ] . figural quadrado, nocao de Geometria e
. somar com a medida da &rea da figura da AT L .
(3 participantes) Etapa 2 do fractal. . multiplicacdo e soma aritmética. | Grandezas e medidas.
etapa anterior (Etapa 1).
E;; Ege E,. te.4: Encontrar a medida Te.4,1: Multiplicar amedida da area do 06.4.1: Conhecimento do elemento | O 4 ,: Aritmética,

(3 participantes)

total da rea da figura na
Etapa 3 do fractal.

quadrado construido nessa etapa por 8 e
somar com a medida da area da figura da
etapa anterior (Etapa 2).

figural quadrado, nocéo de
multiplicacdo e soma aritmética.

Geometria e
Grandezas e medidas.
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(Concluséo)

Ege E,.

(2
participantes)

te.5: Construir uma formula para o
calculo da medida total da area da
figura na Etapa N do fractal
Arvore Pitagorica.

Te.5.1: ldentificar um fator comum entre as subtarefas anteriores,

uma relacdo numérica entre a medida total da area da figura e o0s

niveis, e escrever algebricamente a expressao para o calculo da
medida total da area da figura em uma etapa qualquer.

06.5.1: Nocéo de
relacdo de
recorréncia.

O65.1:
Algebra.

Fonte: o autor (2022).
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No que se refere ao que é apresentado no Quadro 22, verificamos que, para a subtarefa
da tarefa tq 1, 0s estudantes E, e Es; Eq € E;; e Eq € E;( apresentaram a solugéo correta, com a
técnica multiplicar a medida de um lado do quadrado vezes a medida do outro lado do
quadrado. Ressaltamos que as solucGes desse item também correspondem ao mesmo item da
subtarefa ts 4.

Deste modo, os estudantes E, e Es; Eq € E7; € Eq € E;o mobilizaram a técnica 7,4 4, que
pode ser justificada pelo bloco tecnolégico-tedrico [0g11,06.1.1], €M que a tecnologia g 1 1
ampara-se na no¢do geomeétrica de area e de multiplicacdo aritmética. No que diz respeito a
teoria O4; 4, que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a
Geometria, e Grandezas e medidas. Assim, foi possivel identificar a mobilizacdo do quarteto
praxeol6gico [Te, T6.1.1,06.1.1 O6.1.1]-

Os estudantes E;; Eg; E;; € E1,; e E;3 € E;, apresentaram a resposta correta, mas da
mesma forma que na subtarefa t<,, consideramos as justificativas inadequadas, e por esse
motivo, ndo enquadramos a resposta em um quarteto praxeologico.

Para a resolucdo da subtarefa t¢ ,, 0s estudantes E e E, apresentaram a resposta correta,

mas nao é possivel identificar a técnica empregada. A seguir apresentamos a resposta da dupla:

Figura 73 - Resolucdo de E, e E- referente a subtarefa t

Fonte: acervo do autor (2022).

Com base nas respostas que os estudantes E, e E, apresentaram no mesmo item para as
etapas posteriores, intuimos que, possivelmente, eles utilizaram a mesma estratégia, multiplicar
a medida da area do quadrado construido nessa etapa por 2 e somar com a medida da area da
figura da etapa anterior (Etapa 0). Dessa forma, os estudantes E, e E;, empregaram a técnica
Te2.1, Que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [0g21,09621], €M que a
tecnologia 6, ; pauta-se na nocao de multiplicacdo e soma aritmética. No que se refere a teoria
0¢.2.1, Que rege todas as componentes praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria,
e Grandezas e medidas. Logo, foi possivel identificar a mobilizagdo do quarteto praxeologico
[T6, T6.2.1, 96.2.1, O6.2.1]-

Sobre os estudantes Ey e E;; € E;1 € E;5, eles apresentaram resolucdes corretas, com o
emprego da soma aritmética da area de todos os quadrados. Nesse sentido, ndo haviamos
previsto essa técnica em nossa analise a priori, e para essa técnica, identificamos o quarteto
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praxeologico [T, Te.2.2, 06.2.2, O6.2.2]- A técnica empregada pelas duplas é ilustrada na seguinte
figura:

Figura 74 - Resolugdo de E, e E,, referente a subtarefa t,

e g ey e
= e p—— -l
e

Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 75 - Resolugdo de E;, e E,, referente a subtarefa ¢, ,

—— ,J.A-g_‘_. L
Fonte: acervo do autor (2022).

Assim, as estudantes Ey e E; € E;; e E;, empregaram a técnica 74,5, que pode ser
justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [6, 5 5, ©6.2.2], €M que a tecnologia b, , , pauta-se na
nocdo de soma aritmética. Em relacdo a teoria ©¢,,, que rege todas as componentes
praxeoldgicas, identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas, pois 0s
estudantes somaram a medida da area dos quadrados construidos nessa etapa, e depois somaram
com a medida da area total da etapa anterior. Portanto, foi possivel identificar a mobilizacdo do
quarteto praxeoldgico [Tg, 7622, 06.2.2) O.2.2]-

No que se refere a subtarefa tg 5, 0s estudantes E;; Eq e E, apresentaram resoluctes

conforme previmos em nossa analise. A seguir apresentamos as respostas dos estudantes:

Figura 76 - Resolucdo de E; referente a subtarefa ¢

Fonte: acervo do autor (2022).

Figura 77 - Resolucdo de E, e E, referente a subtarefa t,

Fonte: acervo do autor (2022).

Conforme o que foi exposto, é possivel observar que os estudantes E;; E, € E,
empregaram a técnica 7454, que pode ser justificada pelo bloco tecnolédgico-tedrico
[663.1,9631], €M que a tecnologia 643, ampara-se na nogdo de multiplicagdo e soma
aritmética. No que se refere a teoria 0454, que rege todas as componentes praxeoldgicas,
identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas, pois 0s estudantes utilizaram
a multiplicacdo para determinar a medida da area dos quadrados construidos nessa etapa, €
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depois somaram com a medida da area total da etapa anterior. Logo, foi possivel identificar a
mobilizacdo do quarteto praxeoldgico [Tg, T6.3.1, 06.3.1, Q6.3.1]

Cabe destacar que os estudantes E; 5 e E; 4 apresentaram apenas a resposta correta, sem
evidenciar a estratégia utilizada. Dessa forma, ndo conseguimos identificar um quarteto
praxeolOgico para essa solucao.

No que concerne a subtarefa t¢ 4, 0s estudantes E;; E, e E- apresentaram resolucdes
conforme previmos em nossa analise. Os estudantes descreveram justificativas idénticas para
esse item da tarefa e, portanto, na figura seguinte, apresentamos apenas a resolucéo da dupla Eg
eE;:

__ Figura 78 - Resolucdo de E, e E, referente a subtarefa t¢ 4

=2 3 { ,]//.:{/fw/q trncidis; maanp gj,cf:o T » onee W

) H AR 1\

Fonte: acervo do autor (2022).

E possivel observar que os estudantes justificaram que multiplicaram o valor 0,125
(medida do lado do quadrado construido nessa etapa) pelo nimero de quadrados construidos na
etapa, e somam com a medida da area total ja existente. Assim, os estudantes E;; E, € E,
empregaram a técnica 7444, que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico
[66.4.1,O641], €M que a tecnologia 6,4, fundamenta-se na no¢do de multiplicacdo e soma
aritmética. Com relacdo a teoria O, ,, que rege todas as componentes praxeoldgicas,
identificamos a Aritmética, a Geometria, e Grandezas e medidas, pois 0s estudantes utilizaram
a multiplicacdo para determinar a medida da area dos quadrados construidos nessa etapa, €
depois somaram com a medida da area total da etapa anterior. Por conseguinte, foi possivel
identificar a mobilizagdo do quarteto praxeoldgico [Tg, Te4.1, f6.4.1, O6.4.1]-

Salientamos que os estudantes E, e Es; Eg; Eg € E1; E11 € Eq5; € E15 € E;¢ apresentaram
a resposta correta, mas ndo evidenciaram a estratégia utilizada. Em vista disso, ndo
conseguimos identificar um quarteto praxeologico para as solucfes dos estudantes.

Por ultimo, para a subtarefa t4 5, apenas os E, e E, apresentaram uma solucdo, e ela

corresponde a resposta prevista na analise a priori. A seguir, apresentamos a resposta da dupla:
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Figura 79 - Resolucdo de E, e E, referente a subtarefa t ¢

Fonte: acervo do autor (2022).

Como é possivel observar, os estudantes E, e E, conseguiram empregar a técnica 745 1,
que pode ser justificada pelo bloco tecnoldgico-tedrico [ 51, 6 5.1], €M que a tecnologia B 5 4
embasa-se na nocao de relacéo de recorréncia. No que diz respeito a teoria O ¢ 1, que rege todas
as componentes praxeoldgicas, identificamos a Algebra, pois os estudantes reconheceram um
fator comum entre as subtarefas anteriores, uma relacdo numérica entre a medida total da area
da figura e os niveis, e escreveram algebricamente a expressdo para o calculo da medida total
da area da figura em uma etapa qualquer. Em vista disso, foi possivel identificar a mobilizacéo
do quarteto praxeologico [Ts, Ts.5.1, G651, Q6.5.1]-

Elaboramos o Quadro 23, com base no quarteto praxeoldégico mobilizado pelos
estudantes nas resolucbes da tarefa t,, no qual buscamos relacionar habilidades, objetos de

conhecimento e unidades tematicas preconizadas na BNCC.
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Quadro 23 - Elementos da BNCC relacionados a tarefa t,

(Continua)
Objetos de Unidades
Estudantes Técnicat Habilidades relacionadas Tecnologia 8 conhecimento Teoria © tematicas
relacionados relacionadas
(EFO1MAZ14) Identificar e nomear
figuras planas (circulo, quadrado, . i
2 . Figuras geometricas
retangulo e triangulo) em desenhos lanas:
apresentados em diferentes pianas.
di o reconhecimento do
_ isposicOes ou em contornos de f f q
E,eEs Ege oLl faces de solidos geométricos 011" ormato das faces de Op11:
A= 56 Considerar a ' 611 figuras geométricas 611
E7 Es @ Evo- | medida da area Conhecimento do espaciais Aritmetica, Geometria e
do quadrado (EFO6MA03) Resolver e elaborar elemento figural P ' Geometria e NGMeros
(6 encc?ntrada no problemas que envolvam célculos | quadrado e nogédo Operacdes (adicio Grandezas e '
participantes) (mentais ou escritos, exatos ou geométrica de area. ’ medidas.

item anterior.

aproximados) com nimeros
naturais, por meio de estratégias
variadas, com compreensao dos
processos neles envolvidos, com e
sem uso de calculadora.

subtracéo,
multiplicacéo, diviséo
e potenciagdo) com
ndmeros naturais.
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EseE,.

(2
participantes)

Eg € ElO; E11 €
E12.

4
participantes)

Te2.1: Multiplicar a
medida da area do
guadrado construido
nessa etapa por 2 e
somar com a medida
da area da figura da
etapa anterior (Etapa

0).

Tg.2.2: SOMar a
medida da area dos
quadrados construidos
nessa etapa com a
medida da area da

figura da etapa
anterior (Etapa 0).

(EFO1MAZ14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado,
retangulo e tridangulo) em
desenhos apresentados em
diferentes disposi¢des ou
em contornos de faces de
s6lidos geométricos.

(EFO7MA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operacdes com
nUmeros racionais.

0¢.2.1: Conhecimento
do elemento figural

guadrado e nocdo de
multiplicagdo e soma
aritmética.

0¢.2.2: Conhecimento
do elemento figural

quadrado e nocdo de
soma aritmética.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

NUmeros racionais na
representacdo fracionaria
e na decimal: usos,
ordenacdo e associacao
com pontos da reta
numeérica e operagoes.

_®6.2.1:
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

(Continua)

Geometria,
Grandezas e
medidas e
Ndmeros.

Ey; Eg e E,.

3
participantes)

Tg.3.1: Multiplicar a
medida da &rea do
quadrado construido
nessa etapa por 4 e
somar com a medida
da area da figura da
etapa anterior (Etapa

1).

envolvam as operagdes com

(EFO1IMA14) Identificar e
nomear figuras planas
(circulo, quadrado,
retangulo e triangulo) em
desenhos apresentados em
diferentes disposicGes ou
em contornos de faces de
solidos geométricos.

(EFO7TMA12) Resolver e
elaborar problemas que

ndmeros racionais.

0¢.3.1: Conhecimento
do elemento figural

quadrado, nog¢éo de

multiplicagdo e soma
aritmética.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

NUmeros racionais na
representagdo fracionaria
e na decimal: usos,
ordenac&o e associacio
com pontos da reta
numerica e operagoes.

96.3.11
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Geometria,
Grandezas e
medidas e
Ndmeros.

154



(Concluséo)

El; E6 e E7.

3
participantes)

Te.4.1: Multiplicar a medida da
area do quadrado construido
nessa etapa por 8 e somar com
a medida da area da figura da
etapa anterior (Etapa 2).

(EFO1MAZ14) Identificar
e nomear figuras planas
(circulo, quadrado,
retangulo e tridngulo) em
desenhos apresentados
em diferentes disposicdes
ou em contornos de faces
de s6lidos geométricos.

(EFO7TMA12) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operacgdes
com numeros racionais.

06.4.1:

Conhecimento do

elemento figural

quadrado, nogao de

multiplicacéo e
soma aritmética.

Figuras geométricas
planas: reconhecimento
do formato das faces de

figuras geométricas

espaciais.

NUmeros racionais na
representacao
fracionaria e na
decimal: usos,
ordenacéo e associacao
com pontos da reta
numeérica e operacgoes.

96.4.11
Aritmética,
Geometria e
Grandezas e

medidas.

Geometria,
Grandezas e
medidas e
Numeros.

Eg e E,.

(2
participantes)

Te.5.1: Identificar um fator
comum entre as subtarefas
anteriores, uma relagéo
numerica entre a medida total
da area da figura e os niveis, e
escrever algebricamente a
expressao para o calculo da
medida total da area da figura
em uma etapa qualquer.

(EFO7MA15) Utilizar a
simbologia algébrica
para expressar
regularidades
encontradas em
sequéncias numéricas.

0¢.5.1: Nocdo de

relacdo de
recorréncia.

Linguagem algébrica:
variavel e incognita.

,@6.5.11
Algebra.

Algebra.

Fonte: o autor (2022).
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Em relagdo ao que é apresentado no Quadro 23, podemos observar, com base nas
praxeologias empregadas pelos estudantes para a resolucdo das subtarefas do Tipo de tarefa T,
a mobilizacdo de habilidades, objetos de conhecimento e unidades tematicas preconizadas na
BNCC.

Em vista disto, para o emprego da técnica de identificar um fator comum entre as
subtarefas anteriores, uma relacdo numeérica entre a medida total da area da figura e os niveis,
e escrever algebricamente a expressdo para o calculo da medida total da &rea da figura em uma
etapa qualquer, compreendemos que ocorreu a mobilizacdo da habilidade “(EFO7MAL5)
Utilizar a simbologia algebrica para expressar regularidades encontradas em sequéncias
numéricas” (BRASIL, 2018, p. 307).

Para 0 emprego da técnica ja mencionada, o estudante deve ter conhecimento da nogéo
de relagcéo de recorréncia. Assim, compreendemos que ocorre a mobilizacdo do objeto de
conhecimento “Linguagem algébrica: variavel e incognita” (BRASIL, 2018, p. 306), descrito
na unidade tematica Algebra.

Cabe ressaltar que, para o0 emprego da técnica 74 1, que deve considerar a medida da
area do quadrado encontrada no item anterior, entendemos que o estudante precisa ter
conhecimento do elemento figural quadrado e da nocdo geométrica de area. Dessa forma,
identificamos as teorias Aritmética, Geometria, e Grandezas e medidas, por entendermos que
regem as no¢des mobilizadas para 0 emprego da técnica 7,4 4. Apesar disso, ndo foi possivel
identificar habilidades e objetos de conhecimentos descritos na BNCC que tivessem relacédo
com a teoria Grandezas e medidas de nossa anélise a priori.

No decorrer de nossas analises, identificamos os elementos da BNCC que possuem
relacdo com as praxeologias dos estudantes. Vale ressaltar que as técnicas e as tecnologias
identificadas em nossas analises contemplam parcialmente os elementos descritos no
documento normativo.

A seguir, como forma de esclarecer esse raciocinio, apresentamos uma explicacdo para
técnica empregada pelos estudantes e a respectiva habilidade relacionada: Multiplicar a medida
da area do quadrado construido nessa etapa por 2 e somar com a medida da area da figura da
etapa anterior (Etapa 0). Para essa técnica, compreendemos que o estudante mobiliza a
habilidade “(EFO1MAL14) Identificar e nomear figuras planas (circulo, quadrado, retangulo e
triangulo) em desenhos apresentados em diferentes disposi¢cfes ou em contornos de faces de
solidos geométricos” (BRASIL, 2018, p. 279), pois é necessario que o estudante identifique o
elemento figural quadrado. Contudo, a respectiva subtarefa ndo exige identificar e nomear as

demais figuras planas (circulo, retangulo e tridangulo) descritas na habilidade EFOLMA14. Por
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esse motivo, compreendemos que a técnica contempla a habilidade citada de forma parcial. A

seguir, apresentamos nossas consideragdes finais e reflexdes.
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4 CONSIDERACOES FINAIS E REFLEXOES

Este estudo foi motivado pelo seguinte problema de pesquisa: quais habilidades e
objetos de conhecimento da area de Matematica e suas Tecnologias preconizados na Base
Nacional Comum Curricular - BNCC s&o mobilizados por estudantes do Ensino Médio durante
a construcdo do fractal Arvore Pitagdrica no software GeoGebra? Desse modo, utilizamos a
Teoria Antropoldgica do Didatico - TAD como aporte tedrico-metodoldgico, que foi
fundamental e permitiu a elaboracdo de uma Organizacdo Praxeoldgica com o objetivo de
explorar algebricamente o fractal Arvore Pitagérica.

Com base no problema de pesquisa, realizamos uma revisdo de literatura que
possibilitou concluir a existéncia de uma concentracdo de estudos voltados para as Geometrias
Euclidianas. Por outro lado, foi possivel evidenciar a necessidade de trabalhos envolvendo as
Geometrias Ndo Euclidianas, em especial a Geometria dos Fractais, visto que ndo foram
encontrados trabalhos a respeito do assunto, quando procurados pelos termos Teoria
Antropoldgica do Didatico e Geometria dos Fractais, a0 mesmo tempo, ou por Teoria
Antropoldgica do Didatico e Geometria Fractal. Em relacdo a TAD, as pesquisas apontam que
a teoria forneceu elementos para realizar analises de materiais, bem como para a modelacdo de
situacOes de ensino.

Embasamo-nos em pressupostos metodoldgicos da Engenharia Didatica - ED para
delinear esta investigacdo. Tal metodologia de pesquisa permitiu realizar um estudo
aprofundado a respeito do fractal Arvore Pitagdrica, a elaboracdo de uma sequéncia de tarefas
propiciadas pela TAD, a implementacdo do processo didatico, e a analise a posteriori e
validacdo das hipoteses de pesquisa. A TAD auxiliou na identificacdo das praxeologias
matematicas, permitindo a modelizacdo dos quartetos praxeoldgicos.

Apds a implementacdo, pudemos analisar as praxeologias mobilizadas pelos estudantes.
Deste modo, no que se refere a analise a posteriori dos elementos da tarefa t,, foi possivel
concluir que a OM empregada pelos estudantes para as subtarefas t, 1, t; 2, t; 3 € t14, do Tipo
de tarefa T, foi validada devido a mobilizagdo das técnicas previstas na analise a priori. Em
relacdo a subtarefa t; 5, 0s estudantes ndo conseguiram mobilizar uma técnica para resolvé-la.
Logo, ndo foi possivel identificar um quarteto praxeolégico e nem relacionar habilidades,
objetos de conhecimento e unidades tematicas para essa subtarefa. A mesma situacdo aconteceu

para as subtarefas t; ¢, ty s € tsc.
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Acerca da andlise a posteriori da tarefa t,, concluimos que a OM empregada pelos
estudantes para as subtarefas t, ;,t,,,t53 € ty4, do Tipo de tarefa T,, foi validada devido a
mobilizacdo das técnicas previstas na analise a priori.

No que se refere a subtarefa t, 5, 0s estudantes E, e E, mobilizaram uma técnica que
ndo haviamos previsto em nossas anélises. Diante disso, foi possivel identificar o quarteto
praxeoldgico [T,,T,55,0552, 0,5,]. Cabe destacar que os estudantes identificaram uma
relacdo numeérica entre a quantidade total de quadrados e a quantidade de quadrados construidos
na etapa, ao invés de identificarem uma relacdo numérica entre a quantidade total de quadrados
e os niveis do fractal.

A respeito da analise a posteriori da tarefa t5, foi possivel concluir que a OM empregada
pelos estudantes para as subtarefas t;; e t;4, do Tipo de tarefa T;, foi validada devido a
mobilizacdo das técnicas previstas na analise a priori.

Com relacéo as subtarefas t;, e t5 3, identificamos quartetos praxeoldgicos que nédo
haviamos previsto em nossas analises. Como exemplo, podemos citar o quarteto praxeoldgico
[T5,T322,0522,0355], €M que o0s estudantes Eq € E;, empregaram a técnica de reconhecer o
triangulo retéangulo formado pela altura e por metade da hipotenusa do triangulo do modelo
gerador, utilizar os eixos e a malha para identificar a medida da altura e da hipotenusa, aplicar
0 Teorema de Pitagoras, e operar niUmeros racionais. Vale destacar o emprego que os estudantes
fizeram dos recursos do GeoGebra, de modo a auxiliar na resolucéo da subtarefa.

No que se refere a analise a posteriori dos elementos da tarefa t,, concluimos que a OM
empregada pelos estudantes para as subtarefas t, ;,t,,ts3 € ts4, do Tipo de tarefa T,, foi
validada devido a mobilizacdo das técnicas previstas na analise a priori. Para as subtarefas t, 4
e t, 4, além dos quartetos praxeoldgicos previstos na analise a priori, ocorreu 0 emprego de
somar a medida de todos os lados do quadrado, de modo que identificamos dois novos quartetos
praxeologicos, [Ty, T4.1.2,041.2)041.2] € [Ta, Tas2)0a.4.2,Os42].

No que diz respeito a analise a posteriori dos elementos da tarefa ts, foi possivel
concluir que a OM empregada pelos estudantes para as subtarefas ts ;, ts,, tz 3 € ts4, do Tipo
de tarefa Ts, foi validada devido a mobilizagdo das técnicas previstas na analise a priori. A
Unica subtarefa em que ocorreu a mobilizacdo de um quarteto praxeoldgico que ndo previmos
em nossa analise foi a subtarefa ts ;. Nessa subtarefa, os estudantes E, e E; empregaram a
técnica de identificar a relacdo de recorréncia entre a medida da area de cada quadrado

construido na Etapa 2 e 0 quadrado construido na etapa anterior, e dividir a medida da area do
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quadrado construido por 2. Nesse sentido, identificamos o quarteto praxeoldgico
[Ts, 7532, 6532, 053.1]-

No que concerne a analise a posteriori dos elementos da tarefa t4, concluimos que a
OM empregada pelos estudantes para todas as subtarefas do Tipo de tarefa T, foi validada,
devido & mobilizacdo das técnicas previstas na analise a priori. Destacamos que, para a
subtarefa t, 5, apenas os estudantes E, e E; apresentaram uma solucdo. A técnica empregada
por eles foi identificar um fator comum entre as subtarefas anteriores, uma relacdo numérica
entre a medida total da area da figura e os niveis, e escrever algebricamente a expresséo para o
calculo da medida total da area da figura em uma etapa qualquer.

Ressaltamos que os estudantes foram orientados a explicitar as estratégias utilizadas nas
resolucdes das tarefas, mas apresentaram dificuldades em expor sua forma de pensar. Tal
pratica impossibilitou de identificar técnicas empregadas para resolver parte das subtarefas.

No interesse de aprofundar os estudos a respeito do objeto fractal Arvore Pitagérica,
encontramos na TAD um suporte metodoldgico-tedrico na identificacdo das praxeologias
matematicas, de forma que estabelecemos uma relacdo entre os quartetos praxeoldgicos e 0s
elementos da BNCC.

Identificamos que as técnicas empregadas na OM nos direcionam as habilidades;
analogamente, as tecnologias utilizadas para justificar as técnicas podem indicar objetos de
conhecimento da matematica; e por fim, as teorias que regem as tecnologias conduzem as
unidades tematicas. E possivel notar uma associacdo entre a técnica e a habilidade, mas de
modo que ndo sdo idénticas. A técnica indica a manifestacdo parcial das habilidades. Além
disso, € possivel interpretar que as teorias associadas as unidades tematicas ndo sdo
necessariamente aquelas apresentadas nos livros didaticos da Educacdo Basica, mas em textos
produzidos por instituicdes do saber sabio.

Cabe destacar uma concentracdo de habilidades e objetos de conhecimento identificados
na analise praxeoldgica e descritos na area de Matematica e suas Tecnologias sugeridos na
BNCC para o Ensino Fundamental, uma vez que essa area constante na BNCC para o0 Ensino
Médio ndo possibilitou fazer tal investigacdo. O motivo é que as competéncias especificas e
habilidades nela descritas ndo estdo relacionadas com as técnicas e as tecnologias, tal qual as
habilidades e objetos de conhecimento do documento do Ensino Fundamental, visto que se
apresentam de um modo mais amplo, visando a pratica do estudante como cidaddo em formagéo

profissional, diferentemente das especificidades contidas na BNCC do Ensino Fundamental.
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As habilidades descritas na BNCC para o Ensino Médio direcionam ao emprego de
procedimentos, conceitos e estratégias para interpretar situacdes em diversos contextos, como
questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas e fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas. Ainda
sugerem a proposicdo e participacao de acdes que investigam os desafios do mundo, a tomada
de decisGes éticas e socialmente responsaveis, articulando procedimentos e conceitos da
Matematica.

Salientamos que o software GeoGebra teve contribuicdo pertinente, no que se refere a
construgdo da Arvore Pitagorica, além de se apresentar com um bom recurso para auxiliar no
entendimento dos aspectos geométricos relacionados a visualizacdo e as exploracdes
matematicas advindas desse fractal.

Por fim, consideramos que a Organizacdo Praxeoldgica implementada e analisada nesta
pesquisa pode ser incrementada nas aulas Matematica, proporcionando trabalho com a
Geometria dos Fractais. Dessa forma, entendemos que a abordagem da Geometria dos Fractais
pode contribuir com o ensino e a aprendizagem dessa componente em diferentes anos de ensino,
uma vez gque, em nossa investigacao, foi possivel perpassar diversas habilidades e objetos de

conhecimentos propostos pela BNCC.
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APENDICES

APENDICE A - Tutorial para a construcéo do Fractal Arvore Pitagorica

(triangulo isosceles)

Passo 1: Abra o software GeoGebra.

€7 GeoGebra Classic 5
Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

- X
Entrar.
L] oAl @) O L= )
X

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio

Entrada:

Passo 2: Com a ferramenta Mover selecionada, clique com o botdo direito do mouse
sobre a Janela de Visualizacdo. Em seguida, aparecera uma caixa de opcdes e clique em Eixos,
para ocultad-los. Cliqgue novamente com o botdo direito do mouse sobre a Janela de

Visualizacdo. Em seguida, na caixa de opc@es clique na op¢do Malha, para ocultar a malha
quadriculada.
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Janela de Visualizacao

J_ Eixos
{4 Malha

Barra de Mavegacgao

4, Zoom >
EixoX : EixoY >
Ampliar para enquadrar

Visualizacao Padrao Ctrl+M

2 Janela de Visualizacio ...

Passo 3: No terceiro icone da Barra de ferramentas, selecione a ferramenta Segmento.

TF GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

R i A LTI S DI OO £
b Janela deﬁ«lg// Reta A0

_/' Segmento
a8
.

Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta

Caminho Poligonal

Vetor

Vetor a Partir de um Ponto

RURSEI AN

Passo 4: Na Janela de Visualizagéo, construa um segmento de qualquer medida.
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Passo 5: No oitavo icone da Barra de ferramentas, selecione a ferramenta Angulo com
amplitude fixa. Em seguida, clique sobre o segmento criado, e na caixa de dialogo, digite 45°;

selecione a op¢do anti-horario e clique em OK.

Passo 6: Na Janela de algebra, oculte o angulo criado.
Passo 7: No terceiro icone da Barra de ferramentas, selecione a ferramenta Reta, em

seguida, clique no ponto A e no ponto B’.
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X | » Janela de Visualizagéo

Passo 8: No quarto icone da Barra de ferramentas, selecione a ferramenta Reta
perpendicular. Em seguida, clique sobre a reta g e depois sobre o ponto B.

I [ et RN et [ HA”

» Janela de Visualizagdo

Passo 9: No segundo icone da Barra de ferramentas, selecione a ferramenta Interse¢do

de dois objetos. Em seguida, clique sobre areta g e a reta h.
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izagao

Passo 10: Na Janela de algebra, oculte o ponto B’ e as retas g e h.
Passo 11: Selecione a ferramenta Segmento, crie um segmento ligando o ponto A e 0

ponto C, e outro segmento ligando o ponto C e o ponto B.

Passo 12: No quinto icone da Barra de ferramentas, selecione a ferramenta Poligono
regular. Em seguida, clique no ponto B e depois no ponto A, para criar um poligono no sentido
anti-horario, para que fique fora do triangulo. Na caixa de dialogo, digite 4 e cliqgue em OK.
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poll

Passo 13: Ainda com a ferramenta Poligono regular, crie mais dois quadrados, o
primeiro clicando no ponto C e depois no ponto B; e 0 segundo clicando no ponto A e depois
no ponto C.

Passo 14: Selecione a ferramenta Mover, e com o botdo direito do mouse, clique sobre
0 ponto C. Na caixa de opg0es, selecione a opcéo Exibir objeto para ocultar o ponto C. Repita

0 mesmo procedimento para ocultar os pontos D e E.
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pal

Passo 15: Na Barra de menu, clique em Ferramenta e selecione a opcdo Criar uma
nova ferramenta.

Passo 16: Na caixa de dialogo e na opc¢do Objetos Finais, selecione os poligonos 2 e 3,
e os pontos F, G, H e I. Em seguida, cliqgue em Préximo e na opcdo Objetos Iniciais selecione
os pontos A e b. Clique novamente em Proximo, nomeie a ferramenta como Arvore Pitagérica

e cliqgue em Concluido.

R £ N

ﬁ Criar uma Mova Ferramenta >

Objetos Finais  Objetos Iniciais  Nome e icone

[o%]

Selecione o5 objetos na construgio ou escolha-os de uma lista

o

Poligono pol2: Poligonals, C, 4) A
/ Poligono pol3: Poligono(C, B, 4)

Ponto F v
== |Ponto G

Ponta H x

Paonto |

=Voltar Praximo = Cancelar
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N N\

Tﬁ? Criar uma Mova Ferramenta >
Objetos Finais  Objetos Iniciais Nome e icone
i12
Selecione os objetos na construgio ou escolha-os de uma lista
S
Ponto A A
/ Ponto B
o e
X
= Voltar Cancelar
T.f} Criar uma Mova Ferramenta >
Objetos Finais Objetos Iniciais Mome & icone
L
-
Mome da ferramenta | Arvore Pitagdrica
Mome do comando |ArvorePitagdrica
/ Ajuda da ferramenta
e
"\ Exibir na Barra de Ferramentas
icone .
< Voltar Cancelar

|
Passo 17: Selecione a nova ferramenta criada, clique no ponto | e depois no ponto H.

Em seguida, clique no ponto G e no ponto F. Para cada nova interagdo, é necessario selecionar
dois pontos distintos, respeitando o sentido anti-horario.
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APENDICE B - Tarefas da sequéncia didatica

Estudante:
Estudante:

ETAPAO
1. Qual a quantidade de quadrados na Etapa 0?

2.

Considere o numero 1 (um), como a medida do lado do quadrado. Qual a medida do

perimetro do quadrado da Etapa 0?

3. Qual a medida da area do quadrado da Etapa 0?
Estudante:
Estudante:

ETAPA1
1. Qual a quantidade de quadrados construidos na Etapa 1?
2. Qual a quantidade total de quadrados na Etapa 1?
3. Qual a medida do lado de cada quadrado construido na Etapa 1?
4. Qual a medida do perimetro de cada quadrado construido na Etapa 1?
5. Qual a medida da &rea de cada quadrado construido na Etapa 1?
6. Qual a medida total da area da figura da Etapa 1?
Estudante:
Estudante:

ETAPA 2
1. Qual a quantidade de quadrados construidos na Etapa 2?
2. Qual a quantidade total de quadrados na Etapa 2?
3. Qual a medida do lado de cada quadrado construido na Etapa 2?
4. Qual a medida do perimetro de cada quadrado construido na Etapa 2?
5. Qual a medida da area de cada quadrado construido na Etapa 2?
6. Qual a medida total da area da figura da Etapa 2?
Estudante:
Estudante:
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ETAPA 3
Qual a quantidade de quadrados construidos na Etapa 3?

Qual a quantidade total de quadrados na Etapa 3?
Qual a medida do lado de cada quadrado construido na Etapa 3?
Qual a medida do perimetro de cada quadrado construido na Etapa 3?

Qual a medida da area de cada quadrado construido na Etapa 3?

o o B~ w N oE

Qual a medida total da area da figura da Etapa 3?

Estudante:
Estudante:
ETAPA N

Considerando uma Etapa n, responda aos seguintes questionamentos, justificando sua

resposta:

Qual a quantidade total de quadrados construidos nessa etapa?
Qual a quantidade total de quadrados na Etapa n?

Qual a medida do lado de cada quadrado construido na Etapa n?

1.

2

3

4. Qual a medida do perimetro de cada quadrado construido na Etapa n?
5 Qual a medida da area de cada quadrado construido na Etapa n?

6

Qual a medida total da area da figura da Etapa n?
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APENDICE C — Tabela para os resultados de cada Etapa

N° de quadrados N° total de Medida do lado de | Medida do perimetro | Medida da areade | Medida total da
Etapa| construidosem quadrados em cada quadrado de cada quadrado cada quadrado area da figuraem
cada etapa cada etapa construido (cm) construido (cm) construido (cm?) | cada etapa (cm?)
0
1
2
3
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