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RESUMO

O estudo estd alicercado nas fragdes como medida e no uso das Barras Cuisenaire, seguindo a questdo
norteadora: Ha diferentes contribuicdes no uso das barras Cuisenaire fisicas e digitais para a
aprendizagem de fragdes na perspectiva de medi¢do? Se sim, quais? Para responder a questdo, foi
assumida a perspectiva qualitativa de pesquisa de cunho interpretativo. A pesquisa foi realizada em uma
escola publica no interior do Parana com 6 alunos do 7° ano, também contando com dados empiricos
utilizados na analise advindos de videos e transcri¢des de gravacdes de aulas desenvolvidas no modelo
do Ensino Remoto de Emergéncia em uma escola ptblica estadual do interior do Parana, com 22 alunos
do 6° Ano do Ensino Fundamental. Os estudos revelam que, atualmente, o ensino de fragdes se baseia
na perspectiva de partigdo, no modelo que fracdo é parte de um todo, trazendo problemas
epistemologicos assentes dos conceitos dos Numeros Naturais. A perspectiva adotada neste estudo
refere que, para a compreensdo dos Numeros Racionais, € preciso entender suas interpretagdes: medida,
parte-todo, quociente, razdo e operador, que necessitam ser ensinadas durante o Ensino Fundamental e
Ensino Médio, e indicam o ensino de fragdes como medida. Esta interpretacdo coincide com a génese
historica das fragdes, que emergiu da necessidade de medir quantidades continuas, sendo imprescindivel
estabelecer uma unidade de medida para realizar comparagdes multiplicativas, e a equivaléncia de
fragoes ¢ fundamentada na magnitude numérica. O estudo ¢ amparado por Rabardel (1995), que
desenvolveu a perspectiva teorico-metodoldgica chamada Génese Instrumental, utilizada com intuito de
olhar o desempenho do sujeito (aluno) mediado por um artefato (Cuisenaire fisico e digital) que,
utilizando esquemas mentais, transforma o artefato em instrumento para resolver tarefas propostas. As
analises evidenciaram que os alunos, a0 manusearem ¢ compararem, identificaram diferencas entre as
barras e perceberam suas relacdes, desenvolveram conceitos matematicos a respeito do contetido de
fragdes. Também compreenderam a diferenca de magnitude numérica dos niimeros naturais para os
fracionarios, além de estabelecerem as relagdes multiplicativas. Em relagdo a Génese Instrumental, as
barras fisicas e digitais ndo sdo somente um artefato em que sdo visualizados atributos de cores e
tamanhos, mas se transformam em um artefato que foi usado para medir, e que contribuiu para a
aprendizagem de fragdes na perspectiva de medi¢do-Além disso, permitiram ao aluno utilizar estratégias
em que as barras assumem posi¢do de instrumento para realizar as medidas conforme os objetivos das
tarefas, e assim, por meio de esquemas de utilizagao, tornam-se instrumentos utilizados na aprendizagem
do aluno em relagdo ao conteudo de fracdo.

Palavras-chave: Frac¢des; Barras Cuisenaire; Medida.



ABSTRACT

The study is grounded on fractions as measures and the usage of Cuisenaire Rods, following the guiding
question: Are there different contributions in the use of physical and digital Cuisenaire rods for learning
fractions in the measurement perspective? What? To answer the question, qualitative perspective was
assumed in the interpretative research. Research was carried out in a public school localized in Parana
countryside with 6 students enrolled in the 7™ grade, also with empirical data used in the analyses which
come from video and transcripts of class recordings developed in the Remote Emergence Teaching
Model Ensino in a public school in Parana countryside, with 22 students at Elementary School 6™ grade.
Studies reveal that currently teaching fractions is based on the partition perspective, in a model in which
fraction is part of a whole, bringing epistemological problems grounded in Natural Numbers concept.
The perspective adopted in this study refers that to understand of Rational Numbers, understanding their
interpretations is necessary: measure, part-whole, quotient, ratio, and operator, which need to be taught
during the Elementary School and High School, and indicate teaching fraction as measure. This
interpretation meets the historical genesis of fractions, which emerged from the need for measure
continuous quantities, and it is paramount to establish a measure unity to perform multiplicative
comparisons, also fractions equivalence is grounded on numerical magnitude. The study is based on the
work by Rabardel (1995), who developed the theoretical-methodological perspective called
Instrumental Genesis, used look at the performance of the subject (student) mediated by an artifact
(physical and digital Cuisenaire), who when using mental schemes, transforms the artifact into an
instrument to solve proposed tasks. Analyses made evident that students, when manipulating and
comparing, identified differences among rods and noticed out their relation, developed mathematic
conceptions on the fraction contents. They also understood the difference between numerical magnitude
of natural numbers regarding fraction ones, further established multiplicative relations. Regarding
Instrumental Genesis, physical and digital rods are not only an artifact in which attributes such as colors
and sizes are visualized, but they are transformed into an artifact that was used to measure and which
contributed for learning fractions in the measurement perspective. Besides, they allowed the student
using strategies in which rods assume position of instrument to perform measurements according to the
task’s objectives, and then through usage schemes, they become instruments used for student’s learning
regarding the fraction content.

Keywords: Fractions; Cuisenaire Rods; Measure.
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INTRODUCAO

A pesquisadora, durante a realizagao de estagios de regéncia, participagdo no Programa
Institucional de Bolsas de Iniciagao a Docéncia (PIBID) e Residéncia Pedagogica em sua
graduacgdo, vivenciou experiéncias positivas junto aos alunos da Educagdo Basica, ao adotar
metodologias de ensino que permitiram alcancar os objetivos planejados para sua aula.
Entretanto, também conheceu aspectos negativos do ambiente escolar, como a infraestrutura, o
desinteresse dos alunos, a falta de participagdo dos pais e as dificuldades dos alunos referentes
ao ensino e a aprendizagem em relagdo ao conteudo de fragdes. Assim, o aprendizado do aluno
¢ um anseio da, hoje, professora e pesquisadora, e foi o principal fator que motivou a autora a
desenvolver a presente pesquisa.

Ha linhas da Educacdo Matemadtica investigam alternativas e metodologias para o
ensino e a aprendizagem dos conteudos matematicos (GODOY, 2015; PINTO, 2005). Essas
linhas buscam uma Matematica que esteja ao alcance de todos os alunos, porque se almeja “[...]
um ensino que possibilite aos estudantes andlises, discussdes, conjecturas, apropriacdo de
conceitos e formulacdes de ideias” (PARANA, 2008, p. 48).

No que se refere a aprendizagem e ensino de fragdes, pesquisadores tém voltado
esforcos em busca de entender as falhas e entraves no ensino e na aprendizagem, apontando
ideias e abordagens possiveis para superar as dificuldades (POWELL; ALIL 2018; POWELL,
2018a; 2018b; 2019a; 2019b; 2019c). Powell (2018a, p. 79) evidencia a importancia do
entendimento de fracdes, ressaltando-o como um dos conhecimentos notaveis em razao de
desempenhar papel importante, ndo apenas para a vida escolar do aluno, influenciando seu
futuro académico e social, sendo “crucial para a justica social e o alcance da equidade social”.
Desse modo, negligenciar essa temadtica afeta a aprendizagem do aluno para apreensdo de
estudos posteriores, também para a aprendizagem da Algebra (BAILEY et al., 2012;
TORBEYNS et al., 2014; POWELL, 2018a; 2020).

Kieren (1976; 1980), Behr et al. (1983), Escolano (2007) e Lamon (2012) discutem os
Numeros Racionais sob diferentes perspectivas: medida, parte-todo, quociente, operador e
razdo. O ensino brasileiro tem se apoiado predominantemente na perspectiva parte-todo
(SCHEFFER; POWELL, 2019SI), que segundo alguns autores (BERTONI, 2008; POWELL,
2018a; POWELL, 2019a) podem gerar problemas aprendizagem.

E comum professores relacionarem essa perspectiva a divisio de alimentos, objetos do
cotidiano, o que nao contribui para a aprendizagem de fragdes, pois essas relagdes implicam

em “[...] um desafio conceitual ¢ que a divisdo em partes iguais de um objeto ndo atribui
9



significado a uma fragdo impropria, uma fracdo cujo numerador ¢ maior que o seu

denominador” (POWELL, 2019b, p. 702). Logo, os alunos n3o compreendem fragdes
improprias, como z, pois ndo entendem como ter 5 partes de um objeto que ¢ divido em 4.

Existe, ainda, a dificuldade cognitiva referente ao quesito de partes iguais: “contar partes nao-
congruentes para nomear uma fracdo de um ter¢co em um circulo que esta dividido ao meio e
dois quartos” (NI; ZHOU, 2005, p. 29).

Em relagdo a sala de aula, a aula expositiva, que consiste na transmissao de informagoes
e conceitos pelos professores para os alunos, ainda predomina no ensino de matematica (PONTE,
2005). D’ Ambrésio (1989) exemplifica essa questao citando uma sala de aula na qual o professor
explica o conteudo no quadro e o aluno faz uma copia em seu caderno. Assim, no decorrer da
aula, o docente transcreve para os discentes exercicios de fixacdo, acreditando que eles
aprenderao por meio da reprodugdo, sendo evidenciada a “realizagao de atividades com repeti¢ao
dos procedimentos por parte dos alunos” (FRANKE; KAZEMI; BATTEY, 2007, p. 256).

Sob o olhar do aluno, a Matematica se resume em padrdes e regras, como se representasse
uma receita (SILVA; CABRAL; SALES, 2018). Para Berh et al. (1983), alguns alunos
apresentam dificuldades na aprendizagem porque ha énfase nas habilidades procedimentais para
Numeros Racionais na grade escolar, ¢ que o “desempenho geralmente ruim pode ser um
resultado direto dessa énfase curricular nos procedimentos, em vez do desenvolvimento
cuidadoso de importantes entendimentos funcionais” (BERH et al., 1983, p. 92).

Porém, diferentes metodologias e materiais para o ensino de fragcdes, como Régua de
Fragdes, Barras Cuisenaire, jogos e softwares podem auxiliar o professor a assumir papel de
mediador, e o aluno, o de protagonista do seu aprendizado (BRASIL, 1998; PARANA, 2008).

Portanto, a habilidade matematica, ¢ potencializada se o estudante “for sujeito a uma
experiéncia matematica rica e diversificada, em que lhe seja possivel refletir através da
realizagdo de tarefas tais como resolucao de problemas, atividades de investigacao, realizagao
de projetos e jogos” (BOTAS; MOREIRA, 2013, p. 254). Consequentemente, o aluno torna-se
instruido para sanar diversas situagdes-problema e pode refletir sobre desenvolver nogdes
matematicas em diversas situacdes (BOTAS; MOREIRA, 2013).

Botas e Moreira (2013) afirmam, em seus estudos, que um dos modos de impulsionar
variadas experiéncias de aprendizagem matematica ¢ por meio do material didatico, o qual
desempenha papel importante na matematica abstrata/complexa. Utilizar material didatico
apropriado permite a interagdo do aluno com o material, pois desperta o interesse e implica em

situagdes de aprendizagem. Isto porque “os materiais podem constituir um suporte fisico através
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do qual as criancas vao explorar, experimentar, manipular e desenvolver a observagao”

(BOTAS; MOREIRA, p. 254, 2013). Além disso, diversos estudiosos, como

Castelnuovo, Dienes, Montessori e Gattegno ja defendiam o uso de materiais
didaticos no ensino da Matematica e, desde entdo, a utilizacdo de materiais
tem vindo ndo s6 a ser sustentada por psicélogos e educadores, como também
fortemente veiculada nos curriculos e programas de Matematica em diferentes
paises (BOTAS; MOREIRA, p. 254, 2013).

O docente precisa ter conhecimento sobre como utilizar esses materiais, e atualmente,
também recursos associados as Tecnologias Digitais (TD). A tecnologia estd em constante
evolucdo, presente no cotidiano da sociedade, sendo seu uso indispensavel para o trabalho
humano. No ensino, o uso de recursos tecnologicos adequados pode facilitar a pratica do
professor em diversos aspectos, como chamar atencao dos alunos e deixar a aprendizagem mais
interativa, além de ajudar na visualizagdo dos conteudos. Partindo disso, Guimardes (2015)
salienta que ¢ possivel ampliar seu uso, ¢ uma das suas possibilidades de utilizagdo ¢ no
processo de ensino e de aprendizagem da matematica.

A partir disso, a(s) questdo(des) problema(s) que impulsionou(aram) esta pesquisa: Ha
diferentes contribui¢oes no uso das barras Cuisenaire fisicas e digitais para a aprendizagem
de fragoes na perspectiva de medi¢do? Em caso afirmativo, quais? Com base nas pesquisas de
Powell (2018b), que trabalha com as barras de Cuisenaire Fisicas; e de Oliveira (2021), que
desenvolveu sua pesquisa com o Cuisenaire digital, delineou-se o seguinte objetivo geral de
pesquisa: Investigar diferencas entre o uso do Cuisenaire digital e fisico para o ensino de
fragdes na perspectiva da medigdo. Logo, para responder a questdo-problema, delinearam-se os
objetivos especificos:

e Compreender as diferencas e as similaridades entre Cuisenaire digital e fisico;

e Compreender as diferengas entre as barras Cuisenaire e os demais materiais para o

ensino de fracdes; e

e Analisar contribuicdes das barras Cuisenaire fisicas e digitais para o ensino e

aprendizagem de fracdes.

Apresentamos o Cuisenaire fisico e digital no Capitulo 1 desta dissertagdo e
aprofundamos as discussdes sobre as diferentes perspectivas de fragdes, com énfase na
perspectiva de fragao como medida adotada por Powell (2018b), que propde o estudo de fragao
como uma comparagdo multiplicativa entre duas quantidades do mesmo tipo, medidas pela

mesma unidade.
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Durante o desenvolvimento deste trabalho, o Brasil se encontrou em meio a pandemia
ocasionada pelo Sars CoV-2, denominada Coronavirus ou Covid-19. A Organizagdo Mundial
da Saude (OMS) recomendou o distanciamento social devido a alta dissipagao do virus, a fim
de reduzir a contaminagdo entre a populacdo. Dessa forma, foram necessarias mudancas de
habitos e comportamentos em todos os campos. Nesse cenario pandémico, nas escolas do
Parand, os professores precisaram adaptar suas aulas para que ocorressem remotamente. Esse
fato intensificou a necessidade e a importancia do uso da tecnologia digital no ensino, e métodos
e metodologias educacionais diferentes dos tradicionais, requerendo enorme dedicagdo e
empenho de professores e alunos. Algumas instituigdes utilizaram a proposta do envio do
material impresso para os alunos que ndo possuiam acesso a internet, e outras por realizar
atividades por meio de videoconferéncias, utilizando plataformas digitais, como Google Meet,
Google Drive.

O ensino de fragdes nesse periodo, de modo remoto e utilizando esses recursos, foi
investigado (OLIVEIRA, 2020)' por meio de tarefas de natureza exploratdria, utilizando o
material Cuisenaire digital para ensinar fracdes na perspectiva de medicao para alunos do 6°
ano do Ensino Fundamental. Esses trabalhos foram alicerce desta dissertacao, pois utilizamos
os dados coletados pela professora/pesquisadora em nossas andlises, além dos coletados pela
propria pesquisadora, que desenvolveu as mesmas tarefas adaptadas para o Cuisenaire fisico
com alunos de uma turma do 7° ano do Ensino Fundamental, em uma escola ptblica localizada
no interior do Parand, quando as aulas ja haviam retornado para o modo presencial, mas com
as normas estabelecidas de distanciamento entre cada aluno e professor.

No capitulo 2, tratamos mais detalhadamente quanto ao contexto e coleta dos dados da
pesquisa e sobre a Génese Instrumental, que sustenta as anélises e resultados das tarefas e aulas
desenvolvidas, que se encontram no Capitulo 3. Por fim, apresentamos nossas conclusdes e

consideracdes finais que respondem a nossa problematica.

'a dissertagdo de Oliveira ainda se encontra no prelo. Como possui formato multipaper, a autora ja publicou trés

capitulos, os quais estamos utilizando como dados de pesquisa.
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CAPITULO 1 - ENSINO E APRENDIZAGEM DE NUMEROS
RACIONAIS

Uma das limitagdes da aprendizagem estd centrada no ensino baseado em regras e em
procedimentos/métodos, pois se orienta em preceitos de normas, € ndo em que o aluno consiga
entender e abstrair o significado do contetido que esta estudando. O ensino dos Numeros
Racionais com esse método ndo favorece que os discentes compreendam que os Naturais sdo
utilizados para a contagem e os Racionais para medir. Logo, os estudantes ndo compreendem o
rompimento do vinculo do conjunto dos Naturais com suas propriedades e no¢cdes (DONEDA
DE OLIVEIRA; BASNIAK, 2021a).

Segundo Kieren (1976, p. 109-110, traducdo nossa) os Numeros Racionais possuem

diferentes interpretagdes e relagdes:

1. Os niimeros racionais sao fragdes, que podem ser comparadas, adicionadas,
subtraidas, etc.

2. Os numeros racionais sdo fragdes decimais que formam uma extensao
natural (pelo nosso sistema numérico) para os nimeros inteiros.

, T A ~ . 1
3. Os numeros racionais sdo classes de equivaléncia de fragdes. Assim, {5,

, ...} s@0 numeros Racionais.

b

ol w
[
Negl o))

2 2
Z’ b “'} e {5’
P

4. Os niimeros racionais sdo nimeros na forma 7’ onde p, q sdo inteiros e q

#0. Nessa forma, os nimeros Racionais sdo niimeros de “proporgao”.
5. Os niimeros racionais sdo operadores multiplicativos.
6. Os niimeros racionais sdo elementos de um campo quociente ordenado

infinito. Eles sdo niimeros da forma x = s, onde x satisfaz a equagdo gx = p.

7. Os niimeros racionais sdo medidas ou pontos em uma reta numérica.

Kieren (1976) também discute que a falta de compreensdo pelos alunos acerca dos
Numeros Racionais pode estar relacionada a forma como sdo trabalhados, utilizando exercicios
de memorizacdo de procedimentos como, por exemplo, na adicdo de fragdes com
denominadores diferentes, em que se calcula o minimo multiplo comum entre seus
denominadores, e utiliza-se o famoso jargdo: divide pelo de baixo e multiplica pelo de cima.

Para Kieren (1980), ¢ preciso fornecer experiéncias por meio de uma diversidade de
situagdes nas quais os alunos tém pouca vivéncia, principalmente relacionadas a mudanga de
conjunto numérico, como medir quantidades continuas, incluindo aquelas que podem ser

divididas, também em comparagdes quantitativas.
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Powell (2018b) realizou um estudo em que os alunos tiveram inicialmente o contato

2. O autor verificou que

com fragdes na perspectiva medida, utilizando as Barras Cuisenaire
“os participantes se apropriaram da ideia de magnitude de fra¢cdes-de-quantidade com base nas
imagens evocadas das barras e, por si mesmo, construindo expressdes de comparacdes
fracionarias” (POWELL, 2019b, p. 50).

Entretanto, publicagdes brasileiras “fundamentam-se em autores que se referem a
constru¢do do conceito e da nogao de fracdo, principalmente aqueles que estabelecem relagao
com a interpretagao parte-todo” (SCHEFFER; POWELL, 2020, p. 18).

Assim, a dificuldade dos alunos em compreender fracdes pode estar relacionada a

perspectiva de ensino adotada, como discutimos na subsec¢do que segue.

1.1  Ensino e Aprendizagem dos Numeros Racionais

Para Behr et al. (1983, p. 91), “os conceitos de nimero racional estdo entre as ideias
matematicas mais complexas e importantes que as criangas encontram durante seus anos de
ensino pré-secundario”. Segundo os autores, as ideias matematicas associadas aos Numeros
Racionais podem ser vistas em trés perspectivas: pratica, psicoldgica e matematica.

A perspectiva pratica ¢ aquela em que a compreensdo do conceito de Niimero Racional
desenvolve competéncias nos alunos que auxiliam a resolver problemas do dia a dia: “a
capacidade de lidar efetivamente com esses conceitos € aumenta enormemente a capacidade da
crianca de entender e lidar com situagdes e problemas no mundo real” (BEHR ez al., 1983, p. 91).

A perspectiva psicoldgica desenvolve a capacidade do intelecto do aluno, e confirma
que “os Numeros Racionais fornecem uma arena rica dentro da qual as criangas podem
desenvolver e expandir as estruturas mentais necessarias para o desenvolvimento intelectual
continuo” (BEHR et al., 1983, p. 91).

A perspectiva matematica salienta que a compreensdo do conjunto dos Racionais € base
para entendimentos e fundamentos para novos conceitos, inclusive de operagdes elementares
(BEHR et al., 1983).

Enquanto os Nuimeros Naturais estao presentes no dia a dia das criangas, porque estao
relacionados ao principio da contagem, os Numeros Racionais nem sempre estdo, pois sao

relacionados as diferentes representacdes, como as dizimas periddicas, os decimais e a

2 As informagdes sobre as barras de Cuisenaire estdo detalhadas no Capitulo 2.
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porcentagem. Além disso, os alunos ndo estdo acostumados com termos relacionados a fragdes,
como quinto, quarto, etc. (KIEREN, 1980).

De acordo com Lamon (2012), o sentido de fragdes e Numeros Racionais ¢ um assunto
complexo que confunde professores e alunos. A razao para isso ¢ que todo Numero Racional
pode ser escrito na forma de fragdo, mas nem todo niimero escrito em forma de fragao pertence
aos Numeros Racionais (ROCHA, 2013). A fragdo ¢ um Numero Racional, quando escrita na

a ~ ’ . , . ’ . .
forma L > emque:ae b sdo numeros naturais € b € diferente 0. Porém, se substituirmos o valor

de a ou de b por um ntimero irracional, a fragdo nao representa um nimero racional. Entretanto,
a fragdo para representar o conjunto dos Irracionais ndo ¢ comumente usada (SILVA, 2005).

Powell (2018b) reafirma a complexidade das fracdes, salientando ser seu conceito um
dos conhecimentos matematicos notaveis, pois conforme avangamos na escolarizagdo, sua
compreensao se torna importante e esta presente em contetidos mais avangados de matematica.
Segundo o autor, negligenciar esse conteudo traz implicagdes negativas na aprendizagem da
Algebra, pois os Racionais sdo uma base para esse ramo da Matematica (POWELL, 2018b).
Isso influencia no futuro académico, profissional e social dos alunos.

Logo, compreende-se que fragdes sdo um conceito complexo, considerando sua relagdo
com as diversas interpretacdes/ideias, as quais servem de apoio para a compreensdo dos

Racionais, como discutimos a seguir.
1.2 Interpretacdes das fragoes

Kieren (1980) organizou as interpretagdes de fragdes como: relagdo parte-todo, razdo,
quociente, medida e operador. Para o autor, a relagdo parte-todo € pertinente quando se tem um
todo que ¢ dividido em partes iguais.

A interpretag¢do razdo corresponde a “comparagdes quantitativas de duas qualidades”
(KIEREN, 1980, p. 135, traducdo nossa). Em outras palavras, refere-se a comparagdes
multiplicativas entre duas quantidades de grandezas iguais ou diferentes. Ela inclui nogdes de
equivaléncia e classe de equivaléncia. Essa ultima relagdo exige a habilidade da crianca em
“lidar com a equivaléncia simbolicamente e de ‘transferir’ conceitos de linha numérica para
esses numeros de propor¢ao” (KIEREN, 1976, p. 116, tradugdo nossa).

Na interpretagdo quociente, existe vinculo com a parte-todo. Contudo, o quociente baseia-
se em quotizagdo, pois utiliza a ideia de que “o nimero total de elementos de cada grupo ja esta
definido e o que temos que determinar € o nimero de grupos que podem ser constituidos com o

todo” (ROCHA, 2013, p. 40). Portanto, ha uma quantidade de elementos que precisa ser
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distribuida com uma quantidade minima a determinado grupo. A quotizagdo anuncia a ideia de
qual seria a quantidade possivel para se distribuir nesse grupo, por exemplo: Pablo quer dividir
quarenta balas distribuidas em saquinhos contendo quatro unidades. Quantos amigos ele
conseguiria presentear? A interpretagdo parte-todo se diferencia por dividir o todo de maneira
igual.

Na interpretacdo medida, ha relagdo entre parte-todo, mas utiliza a unidade como
continua ou discreta. Sendo assim, divide o todo em iguais tamanhos, mas a medida ¢ usada

para medir algo e depois separa-la em tamanhos adequados.

[...] as tarefas de medigao significam a atribui¢do de um numero a uma regiao
(tomada aqui no sentido geral desta palavra; pode ser 1-, 2- ou tridimensional
ou ter alguma outra caracteristica). Isso geralmente ocorre por meio de uma
iteracdo do processo de contagem do numero de unidades inteiras utilizaveis
para “cobrir” a regido e, em seguida, subdividir igualmente uma unidade para
fornecer o ajuste apropriado. O foco aqui estd na unidade arbitraria e sua
subdivisdo, e ndo nas relagdes parte-todo (KIEREN, 1980, p. 136, tradugdo
nossa).

Por tultimo, Kieren (1980, p. 137, tradugdo nossa) ressalta que a interpretacdo do
operador “concentra a aten¢do nos Racionais como elementos da algebra de fungdes. A
composi¢ao de operadores fornece uma base muito simples para a multiplicagdo de numeros
Racionais”, e retrata os Racionais “[...] como mecanismos que mapeiam um conjunto (ou
regido) multiplicativamente em outro conjunto”. O autor esclarece, ainda, que o operador
remete a ideia de funcao.

Berh et al. (1983) realizaram uma redefini¢cao dos estudos de Kieren (1976) sobre as

interpretacdes das fragdes, as quais denominaram subconstrutos.

1) O subconstruto da razdo do nimero racional expressa uma relagdo entre
duas quantidades.

2) O subconstruto da taxa do nimero racional define uma nova quantidade
como uma relagédo entre duas outras quantidades.

3) O subconstruto quociente do nimero racional interpreta um niimero

y .

racional como um quociente indicado. Ou seja, % ¢ interpretado como a
dividido por b.
4) O subconstruto de coordenadas lineares do nimero racional é semelhante a
nog¢do de interpretagdo de medidas de Kieren. Ele enfatiza as propriedades
associadas a topologia métrica da linha numérica racional, como
intermediacdo, densidade, distdncia e (ndo) completude. Os numeros
Racionais sdo interpretados como pontos em uma linha numérica, enfatizando
que os nimeros Racionais s30 um subconjunto dos numeros reais.
5) A subconstru¢do decimal do nimero racional enfatiza as propriedades
associadas ao sistema de numeragao da base dez.
6) A subconstrugdo do operador do nimero racional impde ao niimero racional
um
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conceito de fun¢do; um niimero racional é uma transformagao (BEHR et al.,
1983, p. 100- 101).

Behr ef al. (1983) ressaltam que todos os subconstrutos sao importantes para progredir

os conceitos de fragdes com os alunos:

[...] parece plausivel que todo o subconstruto inteiro, baseado tanto em
quantidades continuas quanto discretas, represente uma construgdo
fundamental para o desenvolvimento do conceito de nimero racional. Além
disso, ¢ um ponto de partida para o ensino envolvendo outros subconstrutos
(BEHR et al., 1983, p. 101, tradugdo nossa).

Partindo disso, Behr er al. (1983) apresentam a conceituagdo preliminar das inter-

relacdes entre as varias interpretagcdes de fragdes (Figura 1).

Figura 1 — Conceituacio preliminar das inter-relacoes entre as varias interpretacdes

Particionamento e Parte-Todo
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Fonte: Behr ef al. (1983, p. 101, tradugdo nossa).

Por meio da Figura 1, entendemos que o subconstruto parte-todo ¢ utilizado como
alicerce para os demais subconstrutos.

Discutimos, na secdo a seguir, o ensino de fracdes na perspectiva da medicao, que
favorece a compreensdo da fracdo e sua relagdo com Algebra associada as expressdes
simbdlicas matematicas. Nao descartamos a perspectiva parte-todo, mas quando se inicia a
aprendizagem por essa perspectiva, associa-se a contagem, e isso ndo favorece a mudanca de
campo numeérico, da contagem para a medi¢do, sendo importante na continuidade dos estudos

dos outros conjuntos numéricos.
1.2.1 Parte-Todo

A perspectiva particdo, também denominada parte/todo, foca em dividir tudo em partes
iguais, no principio da contagem e/ou soma (POWELL, 2018a; POWELL, 2019a). Ela ¢
comumente utilizada para introduzir o ensino de fragdes, o que pode trazer problemas
epistemologicos assentes nos conceitos dos nimeros naturais, chamado viés do numero natural,
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(NI; ZHOU, 2005). Conforme citado por Powell (2018a), esse viés ocorre quando os alunos

fazem uma ligacdo das propriedades dos Numeros Naturais com relagdo as fragdes, de forma
~ 1,1 2 :

que, quando efetuam a soma de fragdo, por exemplo, > +5 =1, somam os denominadores e 0s

numeradores.

Mack (1990) exemplifica que, quando se pergunta qual ¢ o maior, se % ou %, o discente

1 ~ . . . )
responde que g ©M razao de o denominador ter maior valor absoluto. Assim, os discentes

confundem as propriedades dos dois campos numéricos, ndo entendendo que um conjunto €
utilizado para contar e o outro para medir, sem compreender essa mudanga de campo numérico.

No Brasil, a perspectiva predominante no ensino de fracdes ¢ a de particdo, que
beneficia o parte-todo (LAMON, 2012).

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC — BRASIL, 2018), documento orientador
do ensino de Matematica no Brasil, o ensino de fragdes aparece no objeto de conhecimento que
se refere a conteudos e conceitos organizados em distintas unidades teméaticas — com fragdes
direcionadas a perspectiva parte-todo e quociente.

Scheffer e Powell (2019) investigaram como o conceito de fragdo ¢ apresentado nos
livros didaticos brasileiros de Matematica do 4° ano do Ensino Fundamental, aprovados pelo
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) de 2019. Os autores ressaltam, apos a anélise da
colegdo, que existem diversas atividades que “evidenciam ideias de fragdes, relacionando o
conceito a aspectos intuitivos que se voltam a divisdo e a visualizagdo de alimentos”
(SCHEFFER; POWELL, 2019, p. 499), fato considerado limitante para o ensino do niimero
racional.

Por exemplo, normalmente, em sala de aula, ao abordar fra¢des, a forma geométrica do
circulo ¢ associada a uma pizza e a questdes do tipo: “Jodo comprou uma pizza. Estava com
muita fome e comeu metade. Que fragdo corresponde a parte que foi consumida?” Nesse
sentido, a abordagem parte do contexto de uma fra¢do nao simbolica (objeto, figura, alimento),
a fim de que o aluno associe que aquele nlimero representa uma fragdo simbolica, o valor
referente aquela por¢do da pizza que foi comida.

No entanto, hd dificuldades nessa perspectiva, porque baseada em uma concepgao
aditiva, ocasiona problemas que geram dificuldades para que os alunos compreendam que as
fragdes sao um campo diverso dos Naturais, que estdo relacionados a contagem, evidenciando
que, ao nao entenderem quando o numerador ¢ maior que o denominador, os alunos se

concentram em contar figuras, em vez de analisar a comparagao.
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A perspectiva parte-todo faz com que os alunos confundam outro conjunto, o dos
Inteiros, pois compreendem que a fracdo ¢ formada por dois elementos numéricos diferentes.

Isso leva a utilizar propriedades dos inteiros de modo erroneo:

a) o numero de partes em uma particdo com o tamanho de cada parte;
1, . 1 o, _— ~
portanto, - ¢ maior que -, pois 5 € maior que 4; 2) a adi¢do de fragdes com
- , o 1,1_1 C A L
adi¢do de ntimeros inteiros: PR 3) a exigéncia de partes iguais, “contar

partes ndo congruentes para nomear uma fracdo de um ter¢o em um circulo
que esta dividido ao meio e dois quartos (NI; ZHOU, 205, p. 29).

Em outras palavras, os alunos compreendem que o todo ¢ dividido em partes iguais.

Oliveira (2016) acrescenta que as principais dificuldades dos alunos estao relacionadas
a identificar fragdes e decimais na reta numérica e em relagao a posi¢do do numero decimal ou
fracionario entre dois niimeros inteiros. Sob o mesmo ponto de vista, o autor aborda outras
dificuldades, como identificar qual o numerador ¢ o denominador das fracdes, e entender as
diferentes formas que as fragdes podem ser apresentadas, ou seja, as fragdes equivalentes.
Similarmente, aponta adversidades na manipulacdo das quatro operagdes basicas da matematica
em atividades com expressdes numéricas (OLIVEIRA, 2016).

Logo, considerando essas pesquisas que mostram que a perspectiva parte-todo pode
ocasionar problemas epistemologicos para a compreensdo dos Numeros Racionais (POWELL;
ALI 2018; POWELL, 2018a; SCHEFFER; POWELL, 2018), discutimos, na subse¢do que
segue, uma alternativa a partir dos estudos de Powell (2019a), a qual defende a fragdo na
perspectiva de medigdo, em que ¢ compreendida como uma relagdo de comparagdo
multiplicativa. Também com a perspectiva de Lamon (2012), que aborda a nocao de medida,
fazendo meng¢ao a pontos na reta numeérica, indicando a ideia de que o posicionamento da fracao
na reta numérica ampara os estudantes a desenvolver a no¢do de densidade, magnitude dos
Numeros Racionais, de senso de ordem, além de aperfeigoar a agdo de medir na reta

mencionada.
1.2.2 Medicao

Para Lamon (2012), a interpretagdo medida diz respeito a pontos na reta numérica,
considerando que ““¢ improvavel que qualquer outra interpretagao de fracao possa chegar perto
do poder da linha numérica para construir o sentido de numero” (LAMON, 2012, p. 213,
tradu¢do nossa). A autora pontua que indicar a fragdo na reta numérica favorece os alunos
desenvolverem nog¢do de densidade, de magnitudes relativas dos Niimeros Racionais, de senso
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de ordem, além de refinar a acdo de medir na determinada reta. Lamon (2012) aponta essas
caracteristicas como senso de fragao.

Quando utilizamos fragdes como medidas, Lamon (2012) menciona que ¢ importante
particionar a unidade continuamente; logo, o nimero de partes iguais pode diversificar
conforme a quantidade de vezes de particionar seja necessaria para realizar o processo. Assim,
relaciona-se com particdo, mas se diferencia pela medi¢do por ter um nimero fixo de partes
iguais no mesmo elemento. A autora indica, ainda, a perspectiva de medi¢ao como a abordagem
para introduzir as fracdes.

Os estudos de Powell (2019b) mostram que a perspectiva de medi¢do, sob uma
abordagem alternativa, ¢ “[...] uma concepgao diferenciada, uma fracao refere-se a uma relacao,
uma comparacao multiplicativa entre duas quantidades comensuraveis” (POWELL, 2019a, p.
57). Essa perspectiva ¢ fundamentada em medidas continuas que surgiram h4 milhares de anos
no Egito e na Mesopotamia, devido a necessidade de medir, com aplica¢des principalmente na
agricultura.

Explicando de outra forma, ¢ diferente da perspectiva parte-todo, que se baseia em dupla
contagem do conjunto dos Naturais, pois a perspectiva de medicdo realiza comparagdes de
quantidades. Segundo Powell (2018b), poucas pesquisas abordam essa perspectiva, pois paises
como Brasil e Estados Unidos indicam a predominancia da perspectiva parte-todo
(SCHEFFER; POWELL, 2020).

Powell (2018b) menciona quatro beneficios da epistemologia associada ao
conhecimento de fragdo por meio da perspectiva de medi¢do: 1) associar fragdes com seus
principios historicos e, como tal, restaurar suas raizes ontoldgicas; ii) sanar dificuldades
conceituais da concepgao de fracdes dominante parte/todo, visto que o ato de medir desafia o
prosseguimento instrucional atual, que coloca nimeros mistos no final do aprendizado de fracao
e faz com que as fragdes tenham resultados proprios de comparagdes multiplicativas entre pares
de quantidades; iii) auxiliar a conceber um quociente de dois nimeros naturais como uma
magnitude holistica; e 1v) atenuar a chamada base do niimero inteiro ou natural.

O estudo de Powell (2019a) constatou que a perspectiva da medi¢do auxiliou no
entendimento do conceito de magnitudes relativas e absolutas. Assim, a perspectiva da medi¢ao
de Powell pode ajudar a desenvolver o senso numérico e fracionario, como discutimos na

subsecdo que segue.
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1.3 Senso numérico e Senso fracionario

Powell e Ali (2018) explicam que senso numérico requer habilidade de aproximar e
julgar o tamanho dos nimeros. Portanto, inclui a compreensdo sobre nimeros, suas operagoes

e lidar com seu envolvimento para resolver problemas.

Possuir senso numérico permite que o individuo possa alcancar desde a
compreensao do significado dos numeros até o desenvolvimento de estratégias
para a resolucdo de problemas complexos de matematica; desde as
comparagdes simples de magnitudes até a invencdo de procedimentos para a
realizagdo de operacdes numéricas; desde o reconhecimento de erros
numéricos grosseiros até o uso de métodos quantitativos para comunicar,

processar ¢ interpretar informacdo (CORSO; DORNELES, 2010, p. 299).
Magnitude, conforme Powell (2019d, p. 3), fundamentado em Carraher (1996), “¢ o
tamanho ou extensdo de um objeto sem considerar uma comparagao ou medida e a magnitude
relativa ¢ o tamanho de um objeto sujeito a comparacdo com um outro objeto ou medi¢cdo com
uma unidade de medida”. Portanto, magnitude ¢ um tamanho no sentido que o valor
corresponde, ou seja, uma quantidade, e assim, todos os conjuntos que estdo contidos nos

conjuntos dos reais, apresentam essa caracteristica (POWELL; ALI, 2018; POWELL, 2019a).

As magnitudes numéricas podem ser representadas de forma simbolica,
recorrendo a digitos que estejam associados a determinadas quantidades
(como ¢ o exemplo dos numerais arabes — 1, 20, 33) e por isso requerem
linguagem, ou de forma ndo simbolica, recorrendo a conjunto de pontos ou
outros itens que representam uma quantidade de forma abstrata e que ndo
requerem linguagem (ESPADINHA, 2015, p. 3).

Powell (2019a, p. 57) afirma que “a magnitude ¢ fundamental para compreender fragdes
ndo-simbdlicas e simbolicas”, elucidando que numeros correspondem a um tamanho e podem
ser medidos, e com isso, as fracdes podem ser estimadas, ordenadas. Desse modo, magnitude ¢
de suma importancia para a compreensao numérica, pois € o entendimento de quanto o nimero
significa em seu valor, € ndo no seu simbolo.

Powell e Ali (2018) informam que as particularidades do senso numérico constituem o
senso fraciondrio, pois fragdes sdo caracterizadas como numeros, mas elas podem assumir
outras interpretagdes, como relagdes parte-todo, proporgdes, quocientes, medidas ou operadores
(KIEREN, 1980).

Powell e Ali (2018) discutem o senso fracionario em trés categorias, que se sobrepdem
e interagem entre si: flexibilidade, razoabilidade e magnitude, tanto ndo-simbdlica quanto

simbdlica. De acordo com os autores, “flexibilidade se refere a conceitos, representacdes e
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estratégias de célculo. Isso implica na habilidade de trabalhar com fragdes, sejam elas
concebidas como relacdo parte-todo, quociente, medida, razdo ou operador” (POWELL; ALLI,
2018, p. 236, traducao nossa). Engloba, ainda, as fragdes simbdlicas e nao-simbdlicas,
permitindo uma mudancga de representagdao da forma escrita e visualizagdo dessas fragdes para
a mais adequada.

A razoabilidade decorre da avaliagdo dos resultados ao operar, aproximar ou comparar
fragdes, identificar fragdes equivalentes, entender a posi¢ao da fracao na reta numérica, pensar
e ponderar como uma operacao envolvendo fragdes pode modificar um nimero, ou entdo, qual
o resultado de desenvolver uma operagdo com um nimero fracionario, em que esse numero €
menor, maior ou igual a 1. A vista disso, “uma vez que o calculo tenha sido realizado, a
razoabilidade do resultado seria considerada. Como uma continuacdo da expressao de senso
fracionario, a razoabilidade chama plausibilidade para a questao” (POWELL; ALI, 2018, p.

236). Logo, as trés categorias: flexibilidade, razoabilidade e magnitude, em conjunto, sdo os

conceitos centrais do senso fracionario (Figura 2).

Figura 2 — Categorias para a compreensio de fracoes
Senso Fracionario
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Fonte: Powell e Ali, 2018, p. 237 (tradugdo nossa).

Para que o senso fracionario seja desenvolvido, o professor deve promover situacdes
que possibilitem experimentagdes dos diversos significados para os Numeros Racionais, de
forma que as interconexdes possam ser estabelecidas e compreendidas.

Siegler et al. (2013) pontuam que criangas precisam entender que algumas propriedades

dos niimeros inteiros nao podem ser usadas para todos os conjuntos ou nimeros, € ainda, que

[...] Os ntimeros inteiros tém sucessores unicos, podem ser representados por
um tnico simbolo, sdo contaveis, nunca diminuem com a multiplicagdo, nunca
aumentam com a divisdo e assim por diante. Nenhuma dessas propriedades ¢
verdadeira para fragdes, no entanto, e, portanto, nenhuma ¢ verdadeira para
todos os ntiimeros reais (SIEGLER et al., 2013, p.13, traducdo nossa).
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Ademais, Siegler et al. (2013) relatam outras dificuldades, como a confusdo com os
procedimentos aritméticos de fracdo no desenvolvimento das operagdes basicas da matematica.
Isso porque a adicdo e a subtracdo ndo ocorrem da mesma forma que nos naturais, sendo
complexo para o aluno saber quando e por que se pode repetir o denominador, quando nao
compreende os Racionais como campo numérico diferente dos Naturais. Siegler et al. (2013)
apontam a terceira dificuldade, que esta relacionada ao fato de que os alunos recebem
praticamente s6 instrugdes de fracdo na perspectiva de parte-todo, causando adversidades, como
por exemplo, nas fragdes improprias, pois muitas vezes o aluno nao entende mengdes como
“Voce ndo pode ter quatro partes de um objeto que ¢ dividido em trés partes” (SIEGLER et al.,
2013, p. 13, traducdo nossa).

Os autores afirmam que, para o conhecimento de fragdes, ¢ preciso entender o
desenvolvimento (conceitual e processual) e as diferencas individuais desse conceito. A
primeira diferenca ¢ entre conhecimento conceitual e procedimental. O conhecimento
conceitual envolve a compreensdo das fragdes com magnitudes, principios ¢ notacdes; ja o
conhecimento processual necessita de habilidades com as quatro operagdes aritméticas
fracionarias (SIEGLER et al., 2013). A segunda distin¢do requer conhecimento nao-simbodlico
e simbolico: “O conhecimento ndo-simbodlico envolve competéncias com estimulos concretos

(por exemplo, qual conjunto tem maior propor¢ao de pontos azuis); conhecimento simbolico
A s ~ . . , .2 4
envolve competéncias com representagdes convencionais (o que € maior - ou 5?)” (SIEGLER

etal., 2013, p. 14, tradugdo nossa).
Dessa forma, as diferencas individuais possuem relagdo com o desenvolvimento

conceitual e processual, pois

O conhecimento de fragdes varia muito entre as criangas de mesma idade.
Diferencas individuais consistentes foram encontradas em diferentes tipos de
conhecimento de fragdes, em fracdes e outros tipos de conhecimento
matematico, através do conhecimento de fracdes e processos gerais de
dominio, e nas mesmas criangas ao longo do tempo (SIEGLER et al., 2013, p.
16, tradugdo nossa).

Assim, esses conhecimentos se fortalecem reciprocamente, pois conforme hé aquisi¢ao
de informagdes para criangas com maior conhecimento conceitual inicial de fragdes, maior serd
a compreensao de procedimentos aritméticos fraciondrios. Portanto, observam-se relacdes
positivas consistentes entres ambos os conhecimentos — conceitual e procedimental — sobre

fragdes, sendo uma ajuda mutua para adquirir o outro.
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Powell (2019b) apresenta a concepcao alternativa de fracao utilizando a perspectiva da
medi¢do com o uso das barras Cuisenaire. O objetivo € que os estudantes se apropriem da nog¢ao
de magnitude e fragdo-de-quantidade para ampliar os conceitos de magnitude de fragoes,
recordadas mentalmente por meio das imagens das barras, ¢ assim, compondo expressdes de
comparagdes fracionarias.

Nessa concepc¢do, Powell (2018b) realizou uma pesquisa nos Estados Unidos, com
alunos do segundo ano do Ensino Fundamental. Os discentes ndo possuiam o conceito inicial
de fragdes, e dessa forma, o pesquisador ensinou os alunos o conteudo de fragdes por outra
perspectiva: medigdo utilizando as barras de Cuisenaire, que ¢ um material didatico composto

por barras de diferentes tamanhos e cores, como discutimos no capitulo que segue.
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CAPITULO 2 — MATERIAIS DIDATICOS — CUISENAIRE

Lorenzato (2006) define que materiais didaticos (MD) sdo aqueles que podem ser usados
no ensino e na aprendizagem, podendo ser giz, calculadora, filmes, livros, jogos ou materiais
concretos. Em seus estudos, o autor explica que um material didatico pode assumir diversas
finalidades, cabendo ao professor estabelecer os objetivos de uso, trazendo consigo algumas
indagacdes, como: Qual conteudo vou abordar com esse material? O material vai ajudar na
fixagdo do contetdo? Assim, com essas e outras indagagdes, o professor escolhe melhor o
material que ird utilizar em sua aula. Isto porque, “por tras de cada material, se esconde uma visao
de Educacao, de Matematica, do homem e de mundo; ou seja, existe, subjacente ao material, uma
proposta pedagogica que o justifica” (FIORENTINI; MIORIM, 1990, p. 2). O MD ¢ um
coadjuvante no ensino e, portanto, ndo supre o lugar do professor e nem garante o ensino € a

aprendizagem, porque para que isso acontega, ¢ necessario a atividade mental do aluno. Assim,

[...] a realizacdo em si de atividades manipulativas ou visuais ndo garante a
aprendizagem. Para que esta efetivamente acontega, faz-se necessaria também
a atividade mental, por parte do aluno. E o MD pode ser um excelente
catalisador para o aluno construir seu saber matematico (LORENZATO, 2006,

p. 21).

O uso de MD ¢ frequente no ensino de matemadtica, buscando tornd-lo menos abstrato
para o aluno. Ademais, docentes também relatam que utilizar MD torna as aulas dindmicas e
descontraidas (FIORENTINI; MIORIM, 1990).

Assumimos que todo MD tem tecnologia, e que “a educagdo como processo de
apropriacao cultural ndo pode ser desvinculada da interferéncia que a tecnologia exerce na
sociedade” (BASNIAK, 2014, p. 49).

Estudos mostram que a tecnologia pode contribuir para o ensino e aprendizagem da
Matematica, pois ela pode ser uma ferramenta que, segundo Bittar (2010, p. 158), “ajuda a
compreensdo do raciocinio do aluno, de suas dificuldades e compreensoes, além de ser uma
poderosa ferramenta na elaboragdo de atividades que favorecam a aprendizagem e até mesmo
a individualizagdo da aprendizagem, contribuindo com a autonomia do aluno”. A mesma autora
ainda afirma que integrar a tecnologia pode ser “[...] uma poderosa ferramenta na elaboragao
de atividades que favorecam a aprendizagem e até mesmo a individualizagdo da aprendizagem,
contribuindo com a autonomia do aluno” (BITTAR, 2011, p. 158). Rocha et al. (2018) sugere
que se utilizem instru¢cdes para que os alunos usem a tecnologia, realizem trabalhos em

conjunto, e coloquem em pratica atividades na escola.
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Lorenzato (2006) explicita que ha diversos modelos de Materiais Didaticos (MD):
aqueles dos quais ndo pode ser alterada a forma, os estaticos que oportunizam somente a
contemplagdo, como por exemplo, os solidos geométricos; materiais que conseguem envolver
a participagao do aluno, como o dbaco e o Cuisenaire; materiais dindmicos, com 0s quais 0s
alunos podem fazer redescobertas, entender propriedades, como jogos dos palitos. No entanto,
um material ndo precisa necessariamente ocupar somente uma classificagdo, ou seja, nao
precisa ser somente estatico: ele pode ser moldado e dindmico.

Dentre os materiais didaticos estdo os manipuldveis, os quais Reys (1971, apud
NACARATO, 2005, p. 3) destaca que sdo “objetos ou coisas que o estudante é capaz de sentir,
tocar, manipular ¢ movimentar. Podem ser objetos reais que tém aplicagdo no dia a dia ou
podem ser objetos que sdo usados para representar uma ideia”. Vale (2002, p. 2) designa

material manipulavel como

[...] todo o material concreto, de uso comum ou educacional, que permita,
durante uma situacdo de aprendizagem, apelar para os varios sentidos dos
alunos devendo ser manipulados e que se caracterizam pelo envolvimento
activo [sic] dos alunos p.e. abaco, geoplano, folhas de papel, etc. Na literatura
revista ¢ muitas vezes utilizado a designagao de material manipulavel como
sinébnimo de material concreto, mas ter atencao de que nem todos os materiais
concretos sdo materiais manipulaveis.

Assim, “a educagdo deveria comecar pela percepcao de objetos concretos, com a
realizacdo de agdes concretas e experimentagdes” (NACARATO, 2005, p. 1). Portanto, o foco
estd na agdo, na percepcao do individuo perante o objeto, em que o aluno deve ser considerado
o protagonista, valorizando suas acoes, as quais podem ser desenvolvidas por meio de situagdes
recreativas, jogos e artificios que possam estabelecer boa relacdo entre o ensino e a
aprendizagem.

Segundo Nacarato (2005), no Brasil, foi somente na década de 20 que a ideia de material
manipuldvel comecou a ser conhecida e passou a ser tema de discussdes. Lorenzato (2006)
afirma que o sucesso do aluno e até mesmo seu fracasso tem relagdo com o docente, pois ter o
material manipuldvel ndo assegura a aprendizagem, mas ¢ preciso saber mediar a sua utilizagao
correta em sala de aula.

Matos e Serrazina (1996) compactuam dessa ideia, pois ¢ o professor que escolhe o
material minuciosamente, com foco no que quer ensinar para que se alcancem os objetivos com
a atividade manipulativa. Os autores ainda corroboram que, “mais importante que os materiais
com que esté a trabalhar, a experiéncia que o aluno esta a realizar deve ser significativa para

ele” (MATOS; SERRAZINA, 1996, p. 197).
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Qualquer material pode servir para apresentar situagdes nas quais os alunos
enfrentam relagdes entre objetos que poderdo fazé-los refletir, conjecturar,
formular solugdes, fazer novas perguntas, descobrir estruturas. Entretanto, os
conceitos matematicos que eles devem construir, com a ajuda do professor,
ndo estdo em nenhum dos materiais de forma a ser abstraidos deles
empiricamente. Os conceitos serdo formados pela agdo interiorizada do aluno,
pelo significado que dao as agdes, as formulacdes que enunciam, as
verificagdes que realizam (PASSOS, 2006, p. 81).

Clements (1996, p. 47) complementa que, “embora os manipuldveis tenham um lugar
importante na aprendizagem, sua fisicalidade ndo carrega o significado da ideia matematica™.
Dessa forma, ¢ possivel realizar atividades pensadas, que possam sair do concreto para algo
complexo/abstrato.

Para trabalhar conceitos matematicos, Berh et al. (1983) reportam que materiais
manipulaveis sdo importantes para resolver distintas situagdes-problema do mundo real, e
destacam que podem ser tuteis no desenvolvimento do conceito do nimero racional. Assim, o
material manipulével pode ser um interposto entre uma situagao real e simbolos escritos. Em
seus estudos, Berh et al. (1983) relatam que os individuos conseguiram realizar simulagdes
solidas utilizando o material manipulavel, e que isso foi benéfico por facilitar a compreensao
de conceitos complexos. Os autores complementam que, realizadas as investigagoes,
concluiram que as analises psicologicas denotam que o ato de manipular ¢ um elemento para
desenvolver sistemas representacionais, € afirmam que outros modos de representar também
possuem sua importancia na aprendizagem.

Clements (1996) aponta que, com o uso do material manipuldvel, ha um aumento na
resolubilidade de problemas, e quando defrontados com a matematica, conciliada com o
material, os discentes estabelecem uma relagdo harmoénica entre o conceito e o material
ofertado, corroborando para o aprendizado. Complementando, Turrioni e Perez (2006, p. 61)
explicitam que o material manipuldvel € essencial para a aprendizagem, visto que “facilita a
observagao, andlise, desenvolve o raciocinio logico e critico, sendo excelente para auxiliar o
aluno na constru¢ao dos seus conhecimentos”.

Dessa forma, com critérios estabelecidos, ha vantagens do uso do material manipulavel

para a aprendizagem, pois nomeadamente:

b)  Propicia um ambiente favoravel a aprendizagem, pois desperta a
curiosidade das criancas e aproveita seu potencial ladico; b) Possibilita o
desenvolvimento da percepcdo dos alunos por meio das intera¢des realizadas
com os colegas e com o professor; ¢) Contribui com a descoberta
(redescoberta) das relagdes matematicas subjacente em cada material; d) E
motivador, pois da um sentido para o ensino da matematica. O contetido passa
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a ter um significado especial; e) Facilita a internalizagdo das relagdes
percebidas (SARMENTO, 2010, p. 4).

Sarmento (2010) expde que um material pode ser utilizado em diversas atividades, com
os mais variados niveis de abstragdes, mas € preciso considerar os objetivos e situagdes
distintas. Sendo assim, ¢ interessante estudar seu uso para conhecer as alternativas e relaciona-
las com os objetivos propostos e planejados.

Clements (1996) alerta que o uso do material manipulavel ndo garante éxito. Segundo
sua pesquisa, o foco seria a aprendizagem com compreensao, no sentido de a aprendizagem
estar além da manipulacao. O resultado de seu trabalho evidenciou que, quando os alunos se
deparam com material manipulavel, eles podem usa-los apenas de maneira mecanica,
robotizada, demonstrando que outros alunos que ndo usufruiram do material se sobressaem
(CLEMENTS, 1996).

Outro fator que pode dificultar a aprendizagem com o material manipulavel refere-se a
“[...] sua ndo relagdo com os conceitos que estdo sendo trabalhados” (NACARATO, 2005, p.
3). Segundo a autora, o professor utiliza certos materiais quando consegue estabelecer
relagdes/conexdes com o conceito. Contudo, isso ¢ algo subjetivo, pois o que € evidente para
alguém, pode ser algo atipico e inusitado para outro, ndo conseguindo estabelecer a conexao
desejada (MATOS; SERRAZINA, 1996). Em virtude disso, € possivel perceber consequéncias
negativas ao utilizar estes materiais: “1) a distancia entre o material concreto e as relagdes
matematicas a serem representadas; 2) o material “toma as caracteristicas de um simbolo
arbitrario em vez de uma concretizacdo natural” (HIEBERT; CARPENTER, 1992, apud
MATOS; SERRAZINA, 1996, p. 197).

Assim, destacamos novamente que ensinar matematica por meio do material
manipulével, sem objetivos previamente estabelecidos, ndo contribui para a aprendizagem e
pode se tornar algo magante.

Nacarato (2005, p. 4) reforca que o “uso inadequado ou pouco exploratorio de qualquer
material manipulédvel pouco ou nada contribuird para a aprendizagem matematica. O problema
nao esta na utilizacao desses materiais, mas na maneira como utiliza-los”.

Entdo, dentre os materiais didaticos, € possivel encontrar os MD concretos manipulaveis

e digitais. Neste trabalho, salientamos as barras Cuisenaire, objeto de nosso estudo.
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2.1 O CUISENAIRE E O ENSINO DE FRACOES

As barras de Cuisenaire foram criadas por Georges Cuisenaire Hottelet. O material
fisico possui barras em variadas cores e tamanhos, nas formas de paralelepipedos, podendo ser
de madeira ou plastico. O material ¢ composto pelas seguintes cores € comprimentos: branca —
1 centimetro; vermelha — 2 centimetros; verde-clara — 3 centimetros; roxa — 4 centimetros;
amarela — 5 centimetros; verde-escura — 6 centimetros; preta — 7 centimetros; marrom — 8
centimetros; azul — 9 centimetros; e laranja — 10 centimetros. As barras ndo apresentam
marcagoes, como podemos ver na Figura 3, para que seja possivel manused-las tomando uma
barra como unidade de medida, e assim, realizar comparagdes e estabelecer seu comprimento.

Entretanto, possuem como padrio a diferenca de um centimetro de uma barra para outra.

Figura 3 — Barras Cuisenaire Fisica

10 cm

1cm

Fonte: Powell (2019c, p. 704).

Para se habituar com as barras e as relagdes entre elas, Powell (2018b) relata que ¢
importante as criancas interagirem, tanto em brincadeiras quanto em tarefas, nas quais os
estudantes possam vislumbrar duas caracteristicas do material: o palpavel e a visualizacdo das
cores. O autor complementa que, quando os alunos estdo realizando as tarefas matematicas, o
Cuisenaire ndo tem uma sobrecarga cognitiva, pois durante a manipulacdo, o estudante
compreende a relagdo entre as barras, mas o material ainda contribui para criar nogdes sobre
numeros inteiros, fragoes, etc.

Por meio do uso das barras Cuisenaire, ¢ possivel desenvolver imagens mentais sobre
fragdes, suas operagdes e relacdes. Depois que o aluno se apropria do material, ele € capaz de
evocar imagens mentais das barras para responder as situacdes matematicas. Ademais, pode
contribuir para a constru¢do de significados matematicos, pois o aluno pode compreender as
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ideias de fracdes e, assim, relacionar outras no¢des/ideias matematicas por meio do uso do
material.

O Cuisenaire encontra-se em varias publicagdes relativas a pesquisa de Powell (2018a,
2018b; 2019a; 2019b; 2019c¢) sobre fragdes na perspectiva de medi¢do, nas quais ele discute a
possibilidade em progredir das fragdes ndo-simbolicas para as simbdlicas. Powell (2019b, p. 5)
compreende a perspectiva da medi¢do como “[...] uma concepgdo diferenciada, uma fragao
refere-se a uma relagdo, uma comparagdo multiplicativa entre duas quantidades
comensuraveis”. Nesse sentido, esse material “se torna propicio para a abordagem dos nimeros
fracionarios com base na perspectiva de medi¢do com suas duas partes: fracdo-de-quantidade e
fracdo-como-nimero” (POWELL, 2019b, p. 59).

Essa concepcao ¢ fundamentada em medidas continuas que surgiram ha milhares de
anos, no Egito e na Mesopotamia, da necessidade de medir, com aplica¢des principalmente na
agricultura. Assim, “com base nessa nova indispensabilidade para medir, os babilonios e os
egipcios introduziram as fra¢cdes” (POWELL, 2019b, p. 51).

Sob ponto de vista de Gattengo (1974/2010, p. 196, grifo do autor):

A medida, no trabalho com as barras, ¢ emprestada da fisica e introduz a
contagem pela porta dos fundos, pois é necessario saber guantas vezes a
unidade foi usada para associar um niimero a um determinado comprimento.
Mas a medida também ¢ a fonte de fragdes e nimeros mistos € serve mais
tarde para introduzir nimeros reais. Assim, a medida ¢ uma ferramenta mais
poderosa do que a contagem, a qual € usada como gerador de matematica.
Contar ... pode ser interpretado novamente como sendo uma medida com
barras brancas. Medida também ¢ naturalmente uma interpretacdo da iteragdo

..

Assim, as cores € 0s comprimentos sdo caracteristicas importantes a serem consideradas,
pois € por meio delas que Powell (2019c) trabalha a relagdo comparativa multiplicativa com o
uso das barras de Cuisenaire. Logo, ¢ possivel elucidar um exemplo de como se trabalha com
o material. A Figura 4 mostra a barra vermelha e a barra marrom. Powell (2019c) utiliza como
unidade de medida a barra vermelha, ilustrada na Figura 4 (a), de forma que, quando comparada
com a barra marrom, podemos relatar que uma barra marrom ¢ igual & medida/tamanho de

quatro vermelhas. Ademais, ainda ¢ possivel utilizar a barra marrom como unidade de medida.
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Figura 4 — (a) A barra marrom ¢ igual a quatro barras vermelhas. (b) A barra vermelha é um
quarto da barra marrom. (c) Trés barras vermelhas sio trfas-quartos da barra marrom

(a) (b)

Fonte: Powell (2019c, p. 705).

(€)

Na Figura 4 (b), o autor considera, como referéncia, a barra marrom como unidade de
medida, mas a medida/tamanho de uma barra vermelha ¢ um quarto da medida de uma barra
marrom. Na sequéncia (Figura 4 (c), o tamanho de trés barras vermelhas é o tamanho de trés
quartos da barra marrom. O pesquisador continua, e indica que € possivel continuar o modelo,
pois o tamanho de seis barras vermelhas, representa seis quartos do tamanho da barra marrom.
Entdo, “comparando o comprimento de duas quantidades — com uma quantidade considerada
como a unidade de medida e usada para medir a outra quantidade — ¢ como uma fracao recebe
seu nome.” (POWELL, 2019c, p. 706). Por meio desse exemplo, podemos trabalhar fracdes
como medida, e fragdes improprias de forma dinamica.

Powell (2019¢) complementa que cada barra pode ser representada por uma letra: branca
— b; vermelho — v; verde clara — c; verde-escura, etc., pois essas representacoes podem ser as
declaragdes verbais demonstradas simbolicamente, utilizando a notacdo matematica. No
Quadro 1, na pagina seguinte, estdo catalogadas as declaragdes verbais associando as barras

(Figura 4) as expressdes simbolicas matematicas.
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Quadro 1 - Correspondéncia entre expressoes verbais e simbélicas
Expressies
Verbal Simbdlico
. O comprimento de uma barra marrom ¢ igual ao comprimento de quatro
barras vermelhas.
(Quando medida por barras vermelhas, a barra marrom equivalente a quatro m = 4v
barras vermelhas.
3.  Uma barra marrom mede quatro barras vermelhas,

b

m
4. Uma barra marrom medida por barras vermelhas € igual a quatro. P 4
5. O comprimento de uma barra vermelha ¢ igual a um quarto do 1
comprimento de uma barma marmom. p==xXm

6. A vermelha ¢ um quarto da marrom.

7. A barra vermelha medida por barras marrons € igual a um quarto.

Fonte: Powell (2019c, p. 705).

Assim, “algumas expressdes matemadticas correspondem a mais de uma afirmagdo
verbal” (POWELL, 2019c, p. 706), como ao expressar, “quando medida por barras vermelhas,
a barra marrom equivalente a quatro barras vermelhas”, assim como “o comprimento de uma
barra marrom ¢ igual ao comprimento de quatro barras vermelhas”, que sdo registradas com a
seguinte expressao matematica: m= 4v.

Powell (2019c¢) aborda outro exemplo (Figura 5), desta vez utilizando como unidade de

medida a barra roxa para realizar a medida do comprimento da barra laranja.

Figura 5 — Medir o comprimento da barra laranja tendo a barra roxa como a unidade de medida

(a) (b) (c)

Fonte: Powell (2019c, p. 705).

Quando a barra laranja ¢ comparada com a barra roxa, compreendemos que ndo €
possivel medir a barra laranja por um numero inteiro de barras roxas (Figura 5 (a)). Logo,
remete a ideia de que a barra roxa ¢ igual a duas barras vermelhas, e assim, utiliza a ideia de a

barra vermelha ser uma subunidade da barra roxa, pois a “barra vermelha, que ¢ uma parte da
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barra roxa, ¢ exatamente o comprimento que completa a medida da barra laranja” (POWELL,
2019c, p. 707), como ¢ possivel observar na Figura 5 (c).
Além disso, qualquer barra de Cuisenaire pode ser utilizada para realizar medidas do

comprimento de outra barra:

[...] se d ndo for igual a um multiplo exato de u, podera existir uma subunidade
da medida v, de modo que d seja igual a exatamente m subunidades de v, isto
¢, d =m x v; e u € igual a exatamente n subunidades de v, ou seja, u =n x v,

. 1 ~ 1 L

0 que implica que v = — X Comod=m xv,entdod=m X=X u; isto ¢, d
m . - A . , . N ~ y . Jo

=—Xu Assim, a distancia d ¢ igual a razdo m enésimos (ou m um-enésimo)
. . m, ~ ~ m

da unidade de medida u, onde — ¢ uma fracdo. Essa expressao — d = Xu

— representa uma comparagdo multiplicativa entre as duas quantidades
mensuraveis d e u (POWELL, 2019c¢, p. 708).

Por existir uma comparagao multiplicativa entre d ¢ u, ambos os comprimentos sao
comensuraveis, cuja medida pode ser semelhante a medida de outra barra. Logo, a “relagdo ¢
da proporc¢ao ou comparacgao multiplicativa entre duas quantidades da mesma espécie que tém
uma unidade de comensurabilidade” (POWELL, 2019b, p. 60). Diante disso, o material
manipulavel Cuisenaire ¢ empregado para simbolizar quantidades continuas e comensuraveis,
e por ndo possuir marcagdes ou valores, direciona o foco para seus comprimentos, € assim,

possibilita representar uma fracdo com base na perspectiva de medi¢do (POWELL, 2018a).

2.1.1 O Cuisenaire digital

O Cuisenaire’ digital pode ser acessado por meio de um applet (Figura 6, na pagina
seguinte). Possui as mesmas caracteristicas do Cuisenaire fisico, com algumas diferengas. Para
visualizar as barras, € preciso selecionar os circulos coloridos na coluna a direita, com atengao,
pois se clicar mais de uma vez em um determinado circulo, as barras podem ficar sobrepostas,
podendo, por exemplo, sobrepor uma barra menor. Sao varias barras que possuem as seguintes
cores: branca; vermelha; verde-clara; rosa; amarela; verde-escura; preta; marrom; azul; laranja,

de diferentes tamanhos em formato de retangulos.

3 Applet com Barras Cuisenaire disponivel em: https://nrich.maths.org/cuisenaire/responsive.html.
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Fonte: Acervo da autora (2021).

Podemos perceber se houve sobreposicao de barras quando passamos o cursor em cima

delas (Figura 7). Assim, € possivel clicar na barra e arrastar para leva-la em alguma direcdo.

Figura 7 — Sobreposicdo da barra azul sobre a barra a laranja

Fonte: Acervo da autora (2021).

Quando € necessario excluir a barra, podemos clicar sobre ela e arrastar até a diregdo da
lixeira, que esté localizada na coluna a direita (Figura 6). Em relag¢do ao fundo/malha do applet,
existe a opcdo de movimentar a tela do jogo, clicando na regido cinza da tela e arrastando.
Ainda em relagdo a tela, existe a op¢do de permitir e ocultar a visibilidade da malha
quadriculada na coluna Grid, escolhendo on para deixar visivel e off para ocultar a malha.

Existe a possibilidade de aumentar ou diminuir o zoom, pressionando os botdes + ou —
na coluna Zoom (Figura 6), uma ferramenta util para encaixar as medidas das barras como, por
exemplo, medir o tamanho da tela. Se a barra completar a medida daquele segmento, podemos
aproximar ou diminuir a tela para poder medir todo o espaco que se deseja. Por fim, para salvar
0 arquivo, € preciso ir até a coluna File e clicar em Save, e para anexar um arquivo, clicar em

Load.
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Gattegno e Hoffman (1976) defende que as barras Cuisenaire sao um dos melhores
materiais para trabalhar fragdes, pois € possivel construir significados matematicos, ordem,

igualdade, desigualdade e trabalhar as operagdes com fracoes (POWELL, 2018a).
2.2 POR QUE O CUISENAIRE?

O Cuisenaire difere de outros materiais que podem ser usados no ensino de fragdes,
principalmente porque os demais favorecerem a perspectiva parte-todo. O material denominado
Régua de Fragdes, que pode ser encontrado em madeira ou recortes de E.V.A., € composto por
10 réguas de variados tamanhos e nas cores preta, marrom, branca, verde-clara, verde-escura,
roxa, azul, amarelo, laranja e vermelho, como podemos ver na Figura 8. A principal diferenca
para o Cuisenaire ¢ que, em muitos casos, o material em si ¢ integrado por representacdes de

fragdes, que em suas réguas possuem marcagdes divisorias.

Figura 8 — Ilustracdo do material Régua de Fracdes e suas demarcacdes/divisorias

YA AR AR b b.N =i
———

Fonte: Nascimento e Junior (2017).

Uma forma de trabalhar com o material e relacionar o contetido de fragdes pode ser
como feito por Polese (2011), que realizou uma tarefa com tiras de cartolinas que, no decorrer
da aula, os alunos dividiram ao meio, em quatro partes, etc. Assim, tomavam a tira como um
todo e a dividiam em partes iguais, e poderiam usar/tomar uma ou até mesmo mais partes dessa

mesma unidade (POLESE, 2011).

[...] pedi que falassem sobre o que entenderam que fizemos e o que
representam as partes das tiras divididas em relagdo a tira inteira. Alguns
falaram que representam partes da tira, ou seja, fracdes da tira. Em conjunto,
interagindo com os alunos ¢ aproveitando suas falas, destaquei que a fragdo é
uma parte de um todo e € representada por nlimeros fracionarios (no caso das
tiras, %2, 1/3, ¥4). Esse todo a que se refere uma fracao é chamado de inteiro
(no caso, o todo foi a tira inteira) (POLESE, 2011, p. 38).
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Assim, indica a perspectiva parte-todo, que utiliza a contagem, pois contam a parte de um
todo que ja foi divido (KIEREN, 1980). Dessa forma, esse material manipulavel se diferencia do
Cuisenaire, porque além de trabalhar em outra perspectiva, ndo apresenta divisorias em suas
barras. Outro material didatico bastante conhecido ¢ o Material Dourado. De acordo com Rohrs
(2010), o Material Dourado foi elaborado pela italiana Maria Tecla Artemisia Montessori (1870-
1952), que desenvolveu materiais manipuldveis que denominava materiais sensoriais, pois
acreditava que a aprendizagem acontecia por meio dos sentidos e experimentacdo da crianga

(ROHRS, 2010). Montessori desenvolveu o material dourado com o objetivo de

desenvolver na crianga a independéncia, a confianga em si mesma, a
concentragdo, a coordenacdo ¢ a ordem; gerar e desenvolver experiéncias
concretas estruturadas para conduzir, gradualmente, a abstragdes cada vez
maiores; fazer com que a crianca perceba os possiveis erros que comete ao
realizar uma determinada a¢do com o material; trabalhar com os sentidos da
crianga (FREITAS, 2004, p. 59).

Logo, o Material Dourado, que antigamente era nomeado material das contas douradas,
era produzido com arames que estavam presos em objetos circulares dourados. Atualmente,
podemos encontrar o material em E.V.A e em madeira, sendo composto por diversos cubos,
com as seguintes pecas no formato de: cubinhos com dimensdes de 1 centimetro; barras, em
que cada barra possui dez cubinhos sobrepostos; placas, em que a placa possui dez
barrinhas/cem cubinhos justapostos; cubo, em que cada cubo pode ser constituido pela juncao
de dez placas (Figura 9). Além disso, as pegas barras, placas e cubos, todas apresentam

marcagoes das jungdes dos cubinhos.

Figura 9 — Material Dourado

Cubinho

Barra

Placa

Cubo

Fonte: Acervo da autora (2021).

O Material Dourado Montessori foi criado com o intuito de destinar-se a
atividades que auxiliassem o ensino e¢ a aprendizagem do sistema de
numeragdo decimal-posicional e dos métodos para efetuar as operagdes
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fundamentais (ou seja, os algoritmos). [...] hoje esse material pode ser
utilizado para o estudo de fragdes, conceituagdo e calculo de areas e volumes,
trabalho com nimeros decimais, raiz quadrada e outras atividades criativas
(FREITAS, 2004, p. 59).

No estudo de fra¢des utilizando o Material Dourado, adota-se a perspectiva parte-todo,
e Kieren (1980) afirma que ¢ “[...] algum todo ¢ dividido em partes ‘iguais’. Ideias fracionarias
sdo usadas para quantificar a relagdo entre o todo € um numero designado de partes” (KIEREN,
1980, p. 134). Logo, o Material Dourado pode representar fracdes decimais, pois seus
denominadores podem ser 10, 100 e 1000.

No entanto, Nunes e Bryant (1997) mencionam que, quando as criancas sdo sujeitas a
buscarem a solugdo do problema por meio da dupla contagem — quando se conta as partes que
estdo pintadas (numerador) e a contagem da parte do todo que foi dividido (denominador) —
ocorre que os alunos nao compreendem a mudanga do campo numérico dos naturais, pois se
concentram em contar, o que evidencia desentendimento em perceber que a fracao formada ¢

um novo niamero, ¢ ndo uma divisdo de niimeros naturais.
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CAPITULO 3 — CONTEXTO E PRESSUPOSTOS TEORICOS E
METODOLOGICOS

Inicialmente, a pesquisa seria desenvolvida com os alunos matriculados no Programa
Mais Aprendizagem, sendo selecionados para o estudo preferencialmente os discentes do 6° e
7° ano que frequentavam regularmente o programa. Pretendia-se trabalhar a partir das pesquisas
e resultados obtidos de acordo com o Powell (2018a; 2018b; 2019a; 2019b), e realizar a analise
de tarefas de fragdes ndo simbolicas e fragdes simbodlicas com o Cuisenaire fisico e seus
possiveis resultados. No entanto, devido a pandemia da COVID-19 no periodo de 2020, houve
mudancas nas aulas no Estado do Parana.

A partir de margo de 2020, na regido em que seriam coletados os dados iniciou o ensino
remoto, que ocorreu pelo Aula Parand, de forma que os alunos poderiam assistir a aula pela TV
aberta, YouTube e aplicativo desenvolvido pelo Estado. Entdo, o contato que o professor
possuia com o aluno era por meio do Google Classroom. J4 os alunos que nao possuiam acesso
a internet estudavam a partir de material impresso. No segundo semestre de 2020, além da
comunicagdo por meio do Google Classroom, os professores migraram para o Google Meet,
com aulas sincronas realizadas uma vez por semana com cada turma.

No primeiro semestre do ano de 2021, as aulas remotas permaneceram ocorrendo por
meio do Google Meet, mas seguindo a carga horaria de cada turma. Em meados de junho de
2021, a Secretaria do Estado da Educagio do Parana retornou as aulas em modelo hibrido*, de
modo que ocorria a alternancia de turmas e alunos no presencial, além de continuar transmitindo
as aulas via Google Meet, realizadas uma vez por semana e conforme a carga horaria de sua
disciplina. De imediato, os alunos que ndo possuiam transporte para chegar na escola ou que
possuiam comorbidades, ou simplesmente ndo possuiam acesso a internet, continuaram
estudando com material impresso, elaborado pelo professor. Esse material consistia em um
resumo do contetido trabalhado pelo professor em sala de aula com alguns exercicios
resolvidos, e outros para os alunos resolverem e devolverem para o professor realizar a
corregao.

Assim, frente a incerteza do retorno presencial das aulas, foi necessario adaptar a

pesquisa, alterando os objetivos e a coleta de dados.

4 Esse modelo correspondia & alternancia de turmas/alunos, pois havia a pretensdo de realizar as aulas presenciais
com aqueles que estavam utilizando o material impresso para realizar os estudos em casa, considerando que nao

possuiam acesso a internet.
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Consideramos, entdo, analisar dados de outra pesquisadora que os havia coletado no
segundo semestre de 2020 para sua pesquisa, a qual estava relacionada ao mesmo tema deste
trabalho, ensino de fragcdes com barras Cuisenaire na perspectiva da medi¢ao. A professora, €
também pesquisadora, elaborou e desenvolveu tarefas de natureza exploratdria, abordando o
conteudo de fragdes na perspectiva da medicao, utilizando as barras de Cuisenaire digitais com
alunos do 6° ano do Ensino Fundamental de modo remoto. Inicialmente, haviamos considerado
usar os dados da pesquisa de Powell relacionados ao Cuisenaire fisico, para que pudéssemos
responder a questao de pesquisa: Ha diferentes contribuicoes no uso das barras Cuisenaire
fisicas e digitais para a aprendizagem de fragoes na perspectiva de medi¢cdo? Em caso
afirmativo, quais?

Entretanto, com o retorno das aulas presenciais em outubro de 2021, avaliamos que
teriamos dados mais consistentes se desenvolvéssemos algumas das mesmas tarefas
desenvolvidas com o Cuisenaire digital.

Nesses cendrios, os dados relacionados ao Cuisenaire digital foram coletados entre 15
de setembro e 16 de outubro de 2020, e consistem em dezenove gravagoes de aulas realizadas
no Ensino Remoto de Emergéncia, utilizando a plataforma Google Meet. Para a pesquisa, a
professora regente convidou setenta ¢ um alunos de duas turmas do 6° ano do Ensino
Fundamental, da escola estadual do interior do Parand em que trabalhava, para desenvolver as
tarefas. De acordo com seu relato, dentre os alunos dessas duas turmas, trinta aceitaram
preencher os termos de assentimento e consentimento da pesquisa, mas apenas vinte e dois
alunos participaram da pesquisa até o final. Esses alunos foram divididos em quatro grupos para
desenvolver as tarefas.

As aulas foram planejadas seguindo os pressupostos do Ensino Exploratorio de
Matematica (EEM), seguindo as sugestdes de Cyrino e Teixeira (2016): Introducio da Tarefa;
Realizagdo da tarefa; Discussdo Coletiva da Tarefa; e Sistematizacdo das Aprendizagens
Matematicas. Estevam e Basniak (2019) apontam o EEM como uma perspectiva inovadora de
ensino e aprendizagem, contrapondo-se ao ensino tradicional, pois o professor assume papel de
mediador e oportuniza tarefas desafiadoras, que exigem que os alunos assumam a postura de
protagonistas de sua resolugdo, além de desenvolver capacidades como resolucdo de problemas,
raciocinio e comunicagdo (CANAVARRO, 2011).

Assim, no EEM, as tarefas sdo planejadas e organizadas pelos professores de modo que
sejam desafiadoras, mas que promovam a construcdo de conceitos € a compreensdo dos
procedimentos matematicos. Portanto, ao elaborar tarefas na perspectiva do EEM, o docente

precisa ter a nogao dos conhecimentos prévios e considerar que as tarefas precisam
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ser um desafio e basear — se em uma situagao concreta; possibilitar aos alunos
a confianga em sua experiéncia quando resolvé-las e, portanto, fazer uso de
varias estratégias com diferentes niveis de sofisticacdo matematica. Elas
devem ser ancoradas no curriculo e ser destinadas a uma compreensao mais
profunda de conceitos matematicos que t€ém uma forte ligacdo com o
conhecimento que os alunos constroem durante as aulas (OLIVEIRA;

CYRINO, 2013, p. 218).

Portanto, o papel do professor ¢ de suma importancia, pois o docente direciona desde a

elaboragdo/escolha das tarefas até a organizagdo do desenvolvimento da aula para que as

dimensdes® do EEM se evidenciem, além de guiar os conhecimentos matematicos dos alunos.

De acordo com essa metodologia, Doneda de Oliveira e Basniak (2021c) elaboraram as

tarefas de natureza exploratoria para serem desenvolvidas em quatro fases: introdugdo da tarefa

(IT), realizagao da tarefa (RT), discussao coletiva da tarefa (DCT) e sistematizacdo das

aprendizagens matematicas (SAM). Durante as tarefas, as fases IT e RT foram realizadas

somente em um encontro com cada grupo de modo separado. Ja as fases DCT e a SAM foram

realizadas com a participagao de todos os alunos, em outra aula, com pelo menos um dia de

intervalo em relacdo as duas primeiras fases. No Quadro 2 apresentamos as tarefas

desenvolvidas, objetivos, datas em que foram desenvolvidas as tarefas com as fases e o tempo

das gravagoes.

Quadro 2 - As Tarefas de natureza exploratérias e seus objetivos, datas e tempo de coleta de

dados
(Continua)
Dias de desenvolvimento das fases e minutos
Tarefa Objetivo(s) SRVELT)
IT e RT DCT e SAM
Tarefa 1: Qual o |- Compreender fragdo como | 15/09/2020 16/09/2020 18/09/2020
comprimento? medida. Gl: 124 min | G4: 100 min | Todos os alunos
G3:99 min | G5: 61 min 91 min
Tarefa 2: Medindo | -Compreender relagdes de | 22/09/2020 | 23/09/2020 25/09/2020
com Barras | equivaléncia e  respondé-las | G1: 107 min | G4: 97 min Todos os alunos
Cuisenaire (Parte 1) algebricamente; G3:87 min G5: 80 min 66 min
-Compreender equivaléncia de
fracoes;
-Compreender a representacio
fracionaria.
Tarefa 2: Medindo | - Comparar fragdes; 29/09/2020 | 30/09/2020 02/10/2020
com Barras | -Compreender a adi¢do de fragdes | G1: 112 min | G4: 105 min | Todos os alunos
Cuisenaire (Parte 2) com denominadores iguais. G3: 75 min | G5: 82 min 112 min

> As dimensdes do Ensino Exploratério de Matematica sdo discutidas no trabalho de Estevam e Basniak (2019).
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(Conclusio)

Tarefa 3: Jogo do | - Comparar fragdes; 14/10/2020 | 14/10/2020 16/10/2020

Trem -Compreender adi¢do e subtragdo | G1:95 min G4: 96 min Todos os alunos
de fragdes com denominadores G5:53 min 76 min
diferentes.

Fonte: Doneda de Oliveira e Basniak (2021b, p. 318).

Para estruturar os grupos, foram criados formulédrios do Google Formularios, para
conciliar os dias e horarios que os alunos das duas turmas tinham disponibilidade e acesso a
internet. Isto porque muitos alunos utilizavam o aparelho celular dos pais para assistirem as
aulas. Também foi considerado o tipo de internet que eles estariam usando (dados moveis ou
wi-f1) e qual aparelho (celular, tablet, notebook).

Ap6s o recolhimento dessas informagdes, foram organizados primeiramente seis grupos
com cinco alunos em cada. Além disso, a professora regente criou grupos de WhatsApp, com
objetivo de repassar comunicados, lembrar os alunos de recarregar os aparelhos, e para que
pudessem tirar duvidas durante a resolugdo da tarefa. Isto porque a professora ficava conectada
na sala virtual via Google Meet, mas com a camera fechada para ndo que os alunos interagissem
mais entre si e ndo dependessem tanto da professora. Inevitavelmente ocorreu a desisténcia de
alguns alunos. Entdo, por fim foram constituidos os seguintes grupos: grupos 1 (G1), grupo 3
(G3), grupo 4 (G4) e grupo 5 (G5). Os integrantes escolheram seus proprios codinomes, que

foram mantidos neste trabalho (Quadro 3).

Quadro 3 — Codinome dos participantes

Grupos Participantes
Gl Docinho, Doguinha, Florzinha, Fofinha, Lindinha e Thor
G3 Boom, Flora, Maluquinha, Mazarect ¢ Olivia
G4 Anubis, Bob, Fifo, Magrao, Spider-man e Ymercurius
G5 Luffy, Mulher Maravilha, Poster, Viuva Negra, Zorro

Fonte: Doneda de Oliveira e Basniak (2021b, p. 318).

Portanto, os dados coletados sao advindos das gravacdes e transcrigdes das dezenove
aulas efetivadas via Google Meet, gerando o total de 1.718 minutos de gravagoes,
aproximadamente vinte e nove horas. De inicio, ao assistir as gravagdes, a autora tentava
reproduzir as tarefas com o Cuisenaire fisico, fazendo pausas nas construcdes e nas falas dos
alunos, quando identificava elementos significativos para a pesquisa. Também tivemos acesso

as suas construcdes/prints e aos registros das transcrigoes.
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Powell, Francisco e Maher (2004, p. 86) evidenciam que “o video ¢ um importante e
flexivel instrumento de coleta de informacdo oral e visual”, pois concede que capture
“interacdes complexas e permite aos pesquisadores reexaminar continuamente os dados”.
Assim sendo, esse recurso ainda permite capturar comportamentos verbais e nao verbais e todo
o contexto da sala de aula, além de pesquisador poder rever as cenas a quantidade necessaria
de vezes.

Para a realizacao das tarefas com o Cuisenaire fisico, foram convidados seis alunos do
7° ano do Ensino Fundamental em novembro de 2021, de uma escola estadual do Norte do
Parana. Para a implementag@o das tarefas adaptadas com o material de Cuisenaire fisico, os
alunos decidiram utilizar os seguintes codinomes: Emily, Julia, Jodo, Luc, Lauss ¢ William. A
escola disponibilizou uma sala de aula para que as tarefas pudessem ser realizadas, de modo
que os alunos e a professora respeitassem o distanciamento social previsto pela Organiza¢ao
Mundial da Saude (OMS). Assim, utilizamos fita adesiva colorida para demarcar o
distanciamento entre os estudantes, como ilustrado na Figura 10. A disposi¢do das mesas

também foi pensada de modo que a distancia entre um aluno e outro fosse de 1 metro.

Figura 10 — Organizacio da sala de aula
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Fonte: Acervo da autora (2021).

Para essas intervengdes, foi disponibilizado um material para cada aluno, com o intuito
de nao haver necessidade de troca de pecas entre eles. As tarefas selecionadas foram: Tarefa 1
— Qual o comprimento? Essa tarefa visa a compreender a fracdo como medida. Tarefa 2 —
Medindo com Barras Cuisenaire (Parte 1), que objetiva compreender relagdes de equivaléncia

e respondé-las algebricamente, compreender equivaléncia de fracdes e a representagdo
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fracionaria. Tarefa 2 — Medindo com Barras Cuisenaire (Parte 2), que tem como objetivo a
comparagdo de fragcdes e compreensdo da adi¢do de fragdes com denominadores iguais.

As intervengdes foram realizadas em trés dias no més de novembro de 2021, com
duragdo de duas aulas, aproximadamente 2 horas e 15 minutos cada. No Quadro 4, se encontram
as tarefas desenvolvidas com seus respectivos objetivos € o tempo das gravagdes, totalizando

273 minutos.

Quadro 4 — Tarefas desenvolvidas com seus objetivos, datas e tempo de coleta de dados.

Dias de desenvolvimento das tarefas e

Tarefa Objetivo(s) minutos gravados

Compreender fragdo como 10/11/2021 — 101 minutos com todos os

. b (7
Tarefa 1: Qual o comprimento? medida. alunos

Comparar fragdes;
Compreender a adi¢do de fragoes
com denominadores iguais.

17/11/2021 — 77 minutos com todos os
alunos

Tarefa 2: Medindo com Barras
Cuisenaire (Parte 1)

Comparar fragdes;
Compreender a adi¢do de fragoes
com denominadores iguais.

22/11/2021 — 98 minutos com todos os
alunos

Tarefa 2: Medindo com Barras
Cuisenaire (Parte 2)

Fonte: Desenvolvido pela autora (2021).

Assim, os dados que orientaram as andlises foram compostos por, além daqueles
produzidos por Doneda de Oliveira e Basniak (2021b), os dados produzidos/construidos
durante o desenvolvimento dessas trés tarefas, coletados por meio de gravacdes em video,
registros escritos dos estudantes e anotagdes didrias da pesquisadora. Para isso, foi utilizado um
notebook e um celular para realizar as filmagens e auxiliar a pesquisadora na identificacdo dos
estudantes e nas discussdes que, muitas vezes, passam despercebidas. Com a finalidade de
captar de forma nitida as falas dos estudantes, foi necessario deixar cada um dos aparelhos em
pontos estratégicos da sala de aula.

A fim de situar o leitor quanto ao desempenho dos alunos ao longo das aulas,
analisamos as tarefas na ordem em que foram propostas e desenvolvidas: Tarefa 1, Tarefa 2 —
parte 1 e 2. Logo, em todas elas, apresentamos excertos e figuras, por ser o momento em que
os alunos expressaram suas ideias de maneira mais organizada, evidenciando suas
compreensdes e duvidas. Para isso, as analises abordam o uso do Cuisenaire fisico e Cuisenaire
digital, e utilizaremos o Quadro 5 para diferenciar as intervengdes referentes a cada material. A
letra depois do nome Professora faz referéncia a professora que trabalhou utilizando o

Cuisenaire Fisico (Professora F) do Cuisenaire Digital (Professora D).
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Quadro 5 — Codinomes das pesquisadoras

Material Professora Pesquisadora
Cuisenaire fisico Professora F
Cuisenaire digital Professora D

Fonte: Organizado pela autora (2021).

Para orientar nossas analises, utilizamos os pressupostos tedrico-metodologicos da

Génese Instrumental, que apresentamos na subse¢ao que segue.

3.1 Génese Instrumental

A Génese Instrumental, discutida por Rabardel (1995), apoia-se na teoria da Ergonomia
Cognitiva, que estd relacionada a processos mentais, como a percep¢do € raciocinio, que
possibilita estudo e andlise das acdes e interacdes entre os sujeitos e elementos de um sistema
(RABARDEL, 2002). A transformacdo do artefato em instrumento ¢ denominada Génese
Instrumental, na qual o artefato pode ser um meio material ou um meio simbolico. O
instrumento consiste no artefato acrescido de um esquema de utilizagao construido pelo sujeito,
quando o incorpora em suas atividades (ARTIGUE, 2011).

Rabardel (2002) enfatiza trés elementos centrais na Génese Instrumental: sujeito,
instrumento e objeto. O sujeito pode ser considerado usudrio, operador ou trabalhador, que
utiliza artefatos, maquinas ou ferramentas para efetuar algum ato/agdo, de acordo com seus
conhecimentos, utilizando o apoio do artefato.

Drijvers et al. (2010) apontam que o artefato ¢ o objeto, podendo ser material ou
simbolico, mas utilizado como ferramenta, de modo a dar amparo a atividade do sujeito na
realizagdo de determinada tarefa. Sendo assim, esse processo de transformagdo do artefato em
instrumento ocorre a partir de esquemas mentais de utilizagdo, em que o sujeito realiza a¢des

intencionais, nas quais ele se apropria do artefato.

[...] Assim que comeco a aprender a escrever, a caneta ndo ¢ mais um artefato
que uso para desenhar, mas se transforma em um artefato que também uso
para escrever. Juntamente com minhas habilidades em desenvolvimento, a
caneta forma um instrumento para escrever. Isso nos leva a construgéo
psicologica do instrumento sendo mais do que um artefato (DRIJVERS et al.,
2010, p. 108, tradugdo nossa).

Portanto, Drijvers et al. (2010, p. 108, tradu¢ao nossa) destacam que “Instrumento =

Artefato + Esquemas e Técnicas, para um determinado tipo de tarefa”. Entao,
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Para os sujeitos, um artefato € enriquecido pelas situagdes de acdo em que
esteve circunstancialmente envolvido [...]. E assim que poderiamos chamar
[...] o campo instrumental do artefato, para o sujeito: o conjunto de esquemas
de utilizacdo de artefatos nos quais ele pode ser introduzido para formar um
instrumento; o conjunto de objetos em que permite que o sujeito atue
(RABARDEL, 2002, p. 69, tradugdo nossa).

Logo, compreendemos que o instrumento ndo se baseia apenas na a¢do do sujeito no
artefato®, mas ¢ uma constru¢io (RABARDEL, 2002). O instrumento diz respeito a uma
construg¢do individual de cada sujeito, pois um artefato pode mudar e ser utilizado como
instrumentos diferentes, de acordo com o sujeito e os esquemas que se utiliza (PACHECO et
al., 2018), em razdo de que “um instrumento ndo existe ‘por si s4’; o artefato se transforma em
um instrumento para um determinado sujeito quando este o incorpora as suas atividades”
(BITTAR, 2011, p. 160).

Isto posto, percebe-se a diferenga entre instrumento e artefato, mas existe, ainda, uma
dupla relacdo entre sujeito e artefato, visualizada em duas dimensoes: a instrumentalizagdo, que
diz respeito a como o pensamento do sujeito afeta o artefato; e a instrumentacao, que se refere
a como o artefato afeta o comportamento e pensamento do sujeito (BASNIAK; ESTEVAM,
2019).

A génese instrumental € um processo complexo que busca a integragdo entre
as caracteristicas do artefato (potencialidades e limitacdes) e as atividades do
sujeito. Este processo ocorre em duas dire¢des: na diregdo interna, do proprio
sujeito, denominada instrumentagdo, ¢ na direcdo externa, do artefato,
denominada instrumentalizacdo (PADILHA; BITTAR, 2013, p. 7).

Rabardel (2002) diferencia a instrumentacdo e instrumentalizacdo na Génese
Instrumental esclarecendo que a primeira esta direcionada ao sujeito e a segunda ao artefato.
Na instrumentalizagdo, o sujeito transforma o artefato, de modo que o empregue em uma
sequéncia de tarefas. O autor delimita essa dimensdo como “um processo no qual o sujeito
registra as propriedades do artefato. Esse processo esta fundamentado nas caracteristicas e
propriedades intrinsecas do artefato e lhes confere um status alinhado a acdo em andamento e
a situacao” (RABARDEL, 2002, p. 80, tradugdo nossa).

Em relacao a instrumentagao, Rabardel (2002) destaca a relagao do objeto com o sujeito,
pois sdo os esquemas realizadas no/com o artefato durante a realizacdo da tarefa que geram
instrumentos, oportunizando a reflexdo do sujeito sobre o que deve ser feito. Logo, o autor

enfatiza que a “descoberta progressiva dos sujeitos das propriedades (intrinsecas) do artefato ¢

6 “Q artefato (seja material ou ndo) aporta uma solugdo para um problema ou uma classe de problemas postos
socialmente” (RABARDEL, 1995, p. 60, traduc@o nossa).
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acompanhada pela adaptacdo de seus esquemas, bem como alteragdes na significagdo do
instrumento resultante da associacao do artefato com novos esquemas” (RABARDEL, 2002, p.
82, traducao nossa).

Para analisar os dados com olhar da perspectiva da Génese Instrumental, consideramos
dois artefatos: Cuisenaire digital e Cuisenaire fisico, em como eles, por meio de esquemas de
utilizagdo, se tornam instrumentos utilizados na aprendizagem do aluno em relacdo ao conteudo
de fracdao. Logo, debrugamo-nos sobre como o aluno se apropria do artefato transformando-o
em instrumento no estudo de fragdes como medida.

Ademais, o objetivo foi investigar diferencas entre o uso do Cuisenaire digital e fisico
para o ensino de fragoes na perspectiva da medi¢do. As analises consideram o applet ¢ as
barras fisicas enquanto artefatos que, quando o aluno as utiliza, passam a ser um instrumento.
Em outras palavras, o Cuisenaire digital e o Cuisenaire fisico passam a ser considerados
instrumentos, na medida em que o discente compreende as suas caracteristicas e competéncias,
também assentes no artefato, e consegue produzir algo que relaciona ou ndo a matematica em
seus comandos e nas possiveis representacdes (BUENO; BASNIAK, 2020).

Neste trabalho, interessam estratégias, ideias e conhecimentos que o aluno mobiliza para
resolver as tarefas. Assim, buscamos identificar conhecimentos empregados nas resolugdes das
tarefas, associado a sua interagdo com o grupo no momento de compartilhar ideias para alcangar
0 mesmo objetivo, também a validacdo e refutagdo de ideias e métodos.

Sendo assim, buscamos identificar quando o sujeito:

e Usa estratégias e conteidos matematicos para resolver a tarefa utilizando as barras
fisicas e/ou digitais;

e Emprega estratégias para resolver as tarefas (como realizar comparagdes com as barras
fisicas na horizontal (deitadas) e na vertical (empilhadas);

e Emprega estratégias com base em seus conhecimentos prévios (utilizando a perspectiva
parte-todo ele divide a barrinha em vérios “pedacinhos”);

e Emprega estratégias diferentes, como o uso das barras fisicas e/ou digitais como medida

ou comparagao.

A instrumentacao refere-se a como o sujeito emprega o artefato para resolver as tarefas
mobilizando conhecimento matematico, enquanto a instrumentalizacao relaciona-se a como o
artefato influencia o pensamento do sujeito na resolug¢do das tarefas (BUENO; BASNIAK,
2020).

46



Nesse contexto, o Quadro 6 resume as principais ideias da GI, empregadas nas analises.

Quadro 6 — Elementos da GI, Cuisenaire fisico e Cuisenaire digital

Elemento da GI Cuisenaire fisico Cuisenaire digital
Instrumentagéo Com base na manipulagdo das barras, o | Com base na manipulagdo das barras digitais,
sujeito elabora ideia para desenvolver a | o sujeito elabora ideia para desenvolver a
tarefa; tarefa,

De acordo com as caracteristicas das | De acordo com as caracteristicas das barras
barras fisicas, o sujeito constrdi | digitais, o sujeito constroi comparacdes e
comparagdes e define relagdes | define  relagdes comparativas e de
comparativas ¢ de equivaléncia, e assim | equivaléncia; e

pode 47esponde47a-las algebricamente; e | O sujeito consegue, por meio das barras
O sujeito consegue, por meio das barras, | digitais, visualizd-las como uma mesma
visualiza-las como uma mesma unidade | unidade de medida.

de medida.
Instrumentaliza¢do | O sujeito: O sujeito:
Compreende o funcionamento ¢ manipula | Compreende o funcionamento ¢ manipula as
as barras; barras digitais;
Incorpora as potencialidades das barras | Entende as limitagdes e possibilidades das
fisicas para resolver as tarefas; barras digitais;
Constata a sobreposi¢ao de barras fisicas; | Explora os recursos das barras digitais; e
e Entende as potencialidades das barras digitais

Implementa a comparagdo entre barras | para resolver as tarefas.
fisicas, de cores iguais ou diferentes,
podendo ser colocadas lado a lado,
alinhadas ou sobrepostas.

Fonte: A autora (2020).

Por conseguinte, as analises foram realizadas de acordo com as tarefas de Doneda de
Oliveira e Basniak (2021) e o seu desenvolvimento com o Cuisenaire digital e depois o fisico.
Assim, as andlises tratam as duas intervengdes concomitantemente, denotando diferengas e

similaridades, como pode ser lido no proximo capitulo.
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CAPITULO 4 — CUISENAIRE FiSICO E O CUISENAIRE DIGITAL

Inicialmente, manipulamos as barras Cuisenaire digital e fisica buscando identificar
diferengas entre os dois materiais.

O Cuisenaire fisico € composto por barras leves, em formato de paralelepipedo que, em
algumas situagdes, dificultam as comparacdes porque conforme a necessidade de usar varias
barras para medir algo, as pecas podem nao ficar exatamente lado a lado. Assim, dependendo
do tamanho a ser medido e das barras utilizadas, pode ser dificil dispo-las de maneira adequada.
Por exemplo, a0 medir o comprimento horizontal de uma folha de papel sulfite A4, ¢ necessario

ter cuidado para ndo deslocar as pecas dispostas (Figura 11).

Figura 11 — Dispondo as barras para realizar a medida do comprimento horizontal da folha de
sulfite

: —— o
Fonte: Acervo da autora (2021).

No Cuisenaire digital, quando clicamos nos circulos coloridos na lateral direita para
poder colocar as barras no applet e medir o comprimento horizontal do aplicativo, ao desloca-
las, elas ndo se movimentam, a menos que a barra seja selecionada. Isto € util na hora de medir,
pois quando as barras sdo colocadas lado a lado, ndo hé risco de elas se misturarem. Entretanto,
ao clicar no circulo para selecionar a barra que se deseja usar para medir, se clicarmos varias
vezes em um mesmo circulo, as barras ficardo sobrepostas, e conforme elas sio movimentadas,
pode ocorrer de uma barra ficar sobre a outra. Isso pode ser observado somente quando

passamos o cursor sobre as barrinhas, ficando um tom mais claro (Figura 12).

Figura 12 — Sobreposi¢cao da barra azul

&
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Fonte: Dados da pesquisa (2021).
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Porém, dificilmente as barras sobrepostas serdo contadas, e assim, avaliamos que a
organiza¢ao no Cuisenaire digital facilita seu uso nas tarefas.

Outra diferenca entre as barras de Cuisenaire fisicas e digitais sdo suas cores e tamanhos,
que apresentam diferencas. A barra rosa, no Cuisenaire digital, mede quatro barras brancas,
enquanto no Cuisenaire fisico, mede oito barras brancas. Sendo assim, a barra rosa, no digital,

equivale a medida da barra lilas no fisico (Figura 13).

Figura 13 — Diferenca do Cuisenaire fisico e digital
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Fonte: Dados da pesquisa (2021).

Para iniciar as discussdes com os alunos, a principio, a Professora F entregou o
Cuisenaire fisico para cada aluno, a fim de que eles explorassem o material e observassem suas
formas, tamanhos e cores, deixando esse momento aberto para que manipulassem as barras,
fazendo o uso que desejassem. Ao abrir as caixas em que se encontravam as barras, houve
comentarios dos alunos, como: “Nossa, que colorido!”, “Que bonito!” Assim, tornou-se
evidente a atencdo para as cores, com énfase ao potencial ludico em despertar a curiosidade dos
alunos (SARMENTO, 2010). Em seguida comegaram a realizar construgdes (Figura 14) de seus
nomes, robds e fogueiras de Sdo Jodo, com sobreposicdo das barras e alinhando-as

(SARMENTO, 2010).
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Figura 14 — Primeiro contato dos alunos com as barras Cuisenaire fisicas

Fonte: Dados da pesquisa (2021).

A Professora D também apresentou a versdo do Cuisenaire digital utilizando um
computador, em que os alunos se alternavam para manusear o applet, de forma que
conhecessem a existéncia tanto da versao digital quanto da fisica do Cuisenaire. Assim, eles
manusearam o Cuisenaire digital por um periodo de vinte minutos e pontuaram suas primeiras
impressoes:

Emilly: No digital é mais facil de empilhar, e o fisico, um pouco dificil. E no
digital aparece apenas um retangulo, e no fisico, um solido.

Lauss: No digital ¢ um pouco diferente do fisico. Pelo digital s6 podemos ver
o tamanho colocando a pega [referindo-se a clicar nas cores do applet para
visualizar o tamanho da barra]. Ja no fisico precisamos apenas olhar a pega.
Julia: No digital, vocé so consegue ver o tamanho se vocé apertar na cor, e o
de madeira vocé consegue pegar.

Tarefa 1 — Intervencio Professora F
Realizaciao da Tarefa, 10/11/2021.

Enquanto os alunos observavam as barras fisicas, eles apenas as associaram a cubinhos;

e as barras digitais, a retangulos coloridos. Logo, as barras se constituem como artefato, mas a
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partir do momento que os alunos fazem uso das barras para escrever seus nomes, construir pegas
de brinquedo, embora ndo associem as barras as fragdes, elas assumem a postura de
instrumento.

A partir dessas observagdes iniciais, apresentamos, na sequéncia, a analise das tarefas 1
e 2 de Oliveira (2020). Discutimos primeiro a Tarefa 1, denominada Qual o comprimento? Essa
tarefa teve como objetivo que os alunos compreendessem a fracdo como medida. Na sequéncia,
foi discutida a Tarefa 2, Medindo com Barras Cuisenaire (OLIVEIRA, 2021).

Para ilustrar as analises, sdo apresentados excertos e figuras de construcdes do grupo de
seis alunos no desenvolvimento das tarefas. Discutimos paralelamente o uso do Cuisenaire
digital e fisico. Portanto, sempre que nos referirmos ao Cuisenaire fisico, nos referimos as
intervengoes realizadas pela Professora F, e ao Cuisenaire digital, as intervencdes realizadas

pela Professora D.

Tarefa 1 — Qual o comprimento?

Figura 15 — Tarefa 1: Qual é 0 comprimento?

1) Observe o material que vocés receberam.

a) Utilizando barras de mesma cor, determinem o comprimento horizontal do retangulo. Facam isso para
todas as cores.

b) Vocés ja perceberam que algumas cores de barras ultrapassam o comprimento horizontal total do
retangulo. Como vocés podem explicar aos colegas o comprimento horizontal total do retangulo usando
essa barra (que ndo completa/ultrapassa o comprimento) na explicagdo?

Fonte: Dados da pesquisa (2021).

Apos esse primeiro contato dos alunos com o material, a Professora F entregou a Tarefa
1 em duas folhas sulfites: uma delas com o enunciado da tarefa e outra com o desenho de um
retangulo, para que os alunos determinassem seu comprimento horizontal usando barras fisicas
inteiras. Algumas barras, como pode ser visto na figura 16, ultrapassam o comprimento
horizontal do retdngulo. Em outras palavras, ndo era possivel encontrar uma medida inteira com
algumas barras.

Em relacdo ao Cuisenaire digital, os alunos demonstraram dificuldade em nao
compreender o enunciado da Tarefa 1, precisando da intermediacdo da Professora D: O que
vocés entendem por horizontal? Podem pesquisar, se quiserem. Logo, os alunos
compreenderam o enunciado e ndo demonstraram dificuldade em manusear o applet em que
estavam as barras, e iniciaram a disposicao de todas as cores das barras, concluindo o item a)

da Tarefa 1.
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Manuseando o Cuisenaire fisico, os alunos relataram a mesma dificuldade relatada pela
Professora F para alinhar as barras, pois como estavam medindo o comprimento horizontal do
retangulo na folha de sulfite, qualquer movimento brusco desordenava as barras dispostas.
Entdo, buscaram alternativas usando outros artefatos (caneta, lapis) para ajudar a alinhar as
barras menores do Cuisenaire (Figura 16) para conseguirem concluir o item a) da tarefa com
éxito, medindo com todas as cores das barras. Identificamos a instrumentalizacdo ao disporem
as barras sobre a folha de papel e ao enfrentarem a dificuldade de alinha-las. Compreendemos
a instrumentacao ao desenvolveram estratégias adequadas as caracteristicas das barras fisicas
para conseguir medir o que era solicitado, utilizando artefatos auxiliares adequados. Nesse
sentido, aproveitamos a situacdo para esclarecer como um artefato desenvolvido para ser
utilizado para determinado fim pode se tornar um instrumento para atender outra necessidade.
Nessa situagdo, caneta e lapis, artefatos construidos para a escrita, foram transformados em
instrumento pelos alunos para auxiliar a alinhar as barras. Neste contexto, o processo de
transformagdo do artefato em instrumento esta relacionado aos esquemas de uso aplicados ao
artefato. Logo, todos os alunos utilizaram a mesma quantidade de barras para medir o lado do

retangulo.

Fi

Fonte: Acervo da autora (2021).

Quanto ao Cuisenaire digital, os alunos apresentaram facilidade em selecionar as barras
e dispd-las para medir o comprimento horizontal do applet. Entendemos a instrumentalizacao
quando o aluno realiza a acdo de dispor as barras digitais no applet, estando atento para a
sobreposicdo das barras digitais e a instrumentacdo, associada a analise da disposicao das barras
digitais para medir o que foi pedido na tarefa. Ao concluir o item a) da tarefa, nem todos os

grupos obtiveram a mesma medida do comprimento do aplicativo. O G4 dispds as barras
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brancas da direita para a esquerda, e a partir da interven¢do da Professora D, orientando os
alunos a usarem ferramenta Zoom para que as barras ficassem organizadas corretamente no
applet de um lado ao outro. Logo, concluiram que a medida era de 31 barras (Figura 17 (a)).
Os grupos G1, G3 e G5, utilizaram as barras brancas como unidade de medida para as outras
barras, utilizando 30 barras ao medir o comprimento do applet. Esses trés grupos encontraram
barras inteiras que completavam o comprimento e outras que faltavam e/ou sobravam. Ao usar
a ferramenta Zoom, ap6s a manipulagdo do material digital, ¢ possivel observar a barras
dispostas. Portanto, caracterizamos como instrumentacao, pois por meio das barras digitais foi
possivel visualizar todas as barras, e partindo inicialmente da branca como uma unidade de
medida para, assim, comparar as outras barras (Figura 17 (b)). Identificamos a
instrumentaliza¢ao na a¢ao dos estudantes de arrumar as barras lado a lado no software para
medir o comprimento e a instrumentalizacdo ao considerarem de forma diferente sua
disposigao.

Figura 17 — Diferenca de quantidade de barras brancas

a)

b)
. S S S S S S — - - - -

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Para medir o comprimento horizontal do retdngulo com o auxilio das barras fisicas, os
alunos identificaram que as barras amarela, azul, cinza e laranja excederam o limite do
retangulo. Identificamos a instrumentagdo, pois o sujeito visualiza as barras com suas
caracteristicas fisicas e nota quais barras ultrapassam a demarcag¢ado do retangulo (Figura 18a).
Em relagdo as barras digitais, o enunciado perguntava qual o comprimento horizontal da regido
do applet. Assim, os alunos identificaram que as barras marrom, verde escura, azul, amarelo e
rosa ndo completam o comprimento horizontal da regido applet (Figura 18b). Neste contexto,
identificamos a instrumentagdo, pois as barras digitais proporcionam ao sujeito uma

visualizag¢do para resolver a tarefa.
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Figura 18 — Comparacido da Tarefa 1 Cuisenaire fisico versus Cuisenaire digital

(a) (b)

Cuisenaire anmvironmaent
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Professora D: 4 Aluna A esta alinhando todas as barrinhas
e ela ja percebeu que umas barras ndo ddo certo no
alinhamento, né? Ndo ficam todas completas, é isso?
Docinho: £

ou

Professora D: 7d, mas a preta, sdo quantas brancas?
Docinho: Sete.

Professora D: E dai a Aluna A chegou a conclusdo [de] que
aquele pedaco que falta para completar sao duas brancas,
foi isso?

Fonte: Dados da pesquisa (2021).

Jodo: Professora, o que fazemos com as barras
que passou? [excederam o limite do retangulo].

Nessa situagao, inicialmente com as barras fisicas, verificamos a instrumentagao na a¢ao
do sujeito, ao observar a disposicao das barras e identificar quais cruzaram a delimitacdo do
comprimento que deveria medir. Assim, a instrumentagdo estd associada a influéncia do
instrumento no pensamento dos alunos nas barras fisicas, referindo que excederam o limite do
retangulo.

Concomitantemente, em relagdo as barras digitais, constatamos a instrumentalizagao
quando, ao realizar a mediagdo, o sujeito percebeu as limitagcdes e possibilidades do material
digital, expressas por meio de falas dos alunos relativas as barras digitais que faltariam para
completar o comprimento horizontal da regido do applet.

Diante dos artefatos, identificamos diferengas entre o material fisico e digital. No fisico,
o aluno manuseia, compara, pega uma barra e outra. No digital, o aluno também faz essa
escolha, mas faz pela tela do computador, e isso proporciona um aspecto dindmico: o trabalho
com o computador promove esse movimento na tela, e tudo que € possivel fazer. A énfase esta
na visualizacdo, pois o aluno visualiza esse acontecimento, esse movimento na tela. Entdo, esse

aspecto dindmico da tecnologia contribui para a constru¢ao do conceito de fragao.
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Na resolu¢do da tarefa usando as barras fisicas, identificamos que os alunos, em geral,

recorrem a palpites e valores aproximados, conforme o excerto abaixo.

Professora F: Medindo o retingulo com a barra laranja, quantas barras

laranja cabem no meu comprimento horizontal do retingulo? Quantas barras

laranja vamos ter?

Joao: Duas e pouco, ué [olha para as barras].

Julia: Duas barras e um terco?

Professora F: E como vocé viu isso?

Julia: Porque eu dividi em trés, a barra, e o que esta dentro é um tergo.
Tarefa 1 — Intervencio Professora F.

Realizacao da Tarefa, 10/11/2021.

Para responder as indagacdes da Professora F, Jodo olha para as barras, mas ainda nao
consegue trazer o valor correspondente da barra laranja, que estava sobrando no comprimento
horizontal do retangulo. Sem a intervengao da Professora F, os alunos realizaram a comparagao
entre as barras, mas Emily ndo conseguiu relacionar as barras com o conceito de fragdes, de

acordo com o excerto a seguir.

Emily: Uma coisa que eu percebi, essas [barras] que sobraram tem
praticamente o mesmo tamanho das outras pegas [barras], de outras cores.
Professora F: Como assim?
Emily: Olha a cinza [barra], a parte que sobra [do comprimento do retangulo]
tem praticamente o mesmo tamanho que a roxa (barra) [realiza fala fazendo
a sobreposi¢ao das barras]. 4 amarela [parte que sobra] tem o mesmo tamanho
que a branca.
Professora F: Hum, entdo qual é a medida do comprimento usando as barras
cinza? [Aluna fica pensativa).

Tarefa 1 — Intervencao Professora F.

Realizacio da Tarefa 1, 10/11/2021.

Logo, percebe-se a importancia da magnitude para o entendimento de fragdes, assim
como a flexibilidade e a razoabilidade se destacam pela sua importancia (POWELL; ALI,
2018). Os alunos ja possuiam contato com fragdes, mas ndo conseguiam relacionar o tamanho
do numero fracionario, mesmo que o proprio se apresentasse na forma nao simbolica. Ao medir
o comprimento do retdngulo, todos os alunos utilizaram 24 barras brancas, e com a intervengao
da Professora F, utilizaram como unidade de medida a barra branca. Portanto, realizaram
comparagdes multiplicativas entre as barras para legitimar as ideias. Incentivados pela
Professora F, ao escrever a medida do comprimento utilizando fragdes, a aluna Lauss comparou

a barra laranja a barra branca (Figura 20, na pagina seguinte).

Professora F: Uma barra laranja sdo quantas barras brancas?
Lauss: [coloca a barra laranja embaixo das barras brancas -
instrumentacdo|Uma barra laranja sdo dez brancas.
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Professora F: Entdo como fica o comprimento do retingulo utilizando a
barra laranja?
Lauss: Duas laranja e quatro brancas.
Professora F: Mas podemos usar duas cores de barras?
Lauss: [acrescenta quatro barras brancas acima da barra laranja, que
ultrapassou o limite do retangulo — instrumentalizacdo] Entdo vai ser duas
barras laranja e quatro décimos.

Tarefa 1 — Intervencio Professora F.

Realizacao da Tarefa 1, 10/11/2021.

Figura 19 — Comparacio multiplicativa da barra laranja com a barra branca

Fonte: Acervo da autora (2021).

Identificamos a diferenca em ambos os materiais quanto a comparacao multiplicativa,
quando o aluno realiza a sobreposi¢ao de barras brancas acima de outras barras, com ambos os
materiais, fisico e digital. Identificamos, nessa situacao, a instrumentalizacdo, quando o sujeito,
ao manipular as barras fisicas, distingue facilmente a sobreposi¢do delas, enquanto no material
digital € necessario que ele observe a mudanca de cores para identificar situagdo semelhante. A
forma como o artefato influencia o pensamento do aluno ndo ocorre da mesma forma, pois na
sobreposi¢ao de barras fisicas, a altura ¢ alterada, enquanto na sobreposi¢ao das barras digitais,
a cor ¢ alterada. Logo, as barras brancas como unidade de medida completam o comprimento
horizontal do applet, na fileira das barras marrons (entre as barras azuis e pretas), conforme a

Figura 20, na pagina seguinte.
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Figura 20 — Sobreposicao das barras fisicas e digitais

Fonte: Dados da pesquisa (2021).

Em relagdo as Barras Cuisenaire, qualquer uma de suas barras podem ser usadas como
referencial de unidade de medida, por ndo possuirem um valor fixo de unidade. Evidenciamos,
nos excertos a seguir (Figura 21), estabelecendo relacdo entre o Cuisenaire fisico e o digital

com fragdes na perspectiva de medicao, realizando uma comparagao multiplicativa.

Figura 21 — Comparacio entre as barras fisicas e digitais

Luffy: A4h, entendi. O verde tem o mesmo
comprimento que 3. Se pegar 3 desses verdes da o 9
[barras brancas].

Julia: O professora, se eu colocar a barrinha

amarela em cima da laranja [instrumentalizacdo], eu
vou ter uma barra laranja, sdo duas amarelas, né?

Professora F: Isso.

Julia: Entdo uma laranja sdo cinco vermelhas
[instrumentalizagdo].

Professora F: Isso mesmo.

Julia: Entdo, se fosse para completar o retingulo,
seriam duas laranja e dois quintos, né?

Professora F: E como falamos na forma de fra¢dao?
Julia: Dois inteiros e dois quintos.

Fonte: Dados da pesquisa (2021).

No Cuisenaire fisico, ap6s as barras serem transformadas em instrumentos mediante as
estratégias de comparacao, Julia abordou outro exemplo de relacdo comparativa da barra laranja

com a barra vermelha, sendo caracterizada a instrumentalizagdo. Assim, ela compartilhou a
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ideia com a equipe utilizando, a barra vermelha como unidade de medida para determinar o
comprimento horizontal do retangulo.

Quanto ao Cuisenaire digital, também ha a possibilidade de estabelecer a relacdo
comparativa: no caso, Luffy apds descobrir quantas barras brancas correspondem a barra azul,
utilizou a barra verde como unidade de medida para comparar com a barra azul no applet.
Assim, realizou comparagdes multiplicativas entre as barras branca, verde e azul. Nesta situacao
do Cuisenaire digital, identificamos a instrumentagdo quando o sujeito se apropriou das
caracteristicas das barras digitais, de suas limitagdes e possiblidades, e conseguiu realizar
relacdes comparativas e de equivaléncia. No entanto, para demonstrar ao grupo sua ideia,
resolveu manipular as barras e mostrar sua constru¢do. Desse modo, a instrumentalizagdo esta
relacionada a acdo do sujeito em manusear as barras: azul, branca e verde, a fim de que seu
grupo entendesse as potencialidades das barras digitais e pudesse resolver a tarefa.

Portanto, os alunos conseguiram utilizar o artefato dispondo as diferentes cores de
barras para medir o comprimento horizontal do retangulo/comprimento horizontal do applet
instrumentalizacao. Identificamos a instrumentalizacdo em relacao a ambos os materiais pela
acdo do sujeito de manipular as barras fisicas/digitais para compreender como elas funcionam,
tanto no software quanto no fisico, o que foi necessario para resolver o que a solicitacdo aa
tarefa. As barras fisicas e digitais ndo sdo somente um artefato em que sao visualizados atributos
de cores e tamanhos, mas se transformam em um artefato que foi usado para medir, que
contribuiram para a aprendizagem de fracdes na perspectiva de medigdo. Isto porque permite
ao aluno utilizar estratégias em que as barras assumem posi¢do de instrumento para medir o

lado do retangulo e do comprimento horizontal do applet.
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Tarefa 2: Medindo com Barras Cuisenaire (Parte 1)

Figura 22 — Medindo com Barras Cuisenaire (Parte 1)

1) De acordo com o material Cuisenaire, responda:

c) Para facilitar as representagdes, nomeiem as barras usando uma letra apenas, por
exemplo, o branco, por b, o vermelho por v, e assim por diante. Mas prestem atencao:
nao podem repetir letras para ndo confundir as barras.

Anotem no quadro a representacdo que usaram para cada barra.

Branca=_ -=_ Verde Clara=__ -=_ Amarela = |

Verde Escurol SN : cta Sl - M= Lammia=_

d) Agora, cada integrante do grupo deve escolher uma barra e 59espo-la alinhada em
sua folha. Formem todas as combinac¢des de barras de uma unica cor que sejam do
mesmo tamanho da barra escolhida por cada um dos integrantes. Para cada barra
escolhida, formem o méximo de combinagdes possivel nessa condigao.

Utilizem as representacdes do quadro do item a para escrever todas as representagoes
matematicas de equivaléncias possiveis.

Fonte: Dados da pesquisa (2021).

Na continuidade, a tarefa 2 — parte 1, possui como objetivos: compreender as
relacdes de equivaléncia e respondé-las algebricamente; e compreender equivaléncia de fragdes
e respondé-las simbolicamente.

Inicialmente, Professora F pediu para que os alunos iniciassem a leitura da primeira
questdo da Tarefa 2. Em discussdo conjunta, os alunos decidiram tomar como base para
representar as barras de Cuisenaire fisico a letra inicial das cores (branca: b), adjetivos (claro:
c, escuro: e. Em relagdo a barra azul, optaram por escolher a segunda letra do nome da cor: z.
Para representar a barra laranja, escolheram a letra que ainda nao havia sido utilizada: j (Quadro
7 a)). Os alunos ndo se surpreenderam com as letras, considerando que estavam no 7° ano, ja
que a introducdo a Algebra é contemplada de modo fundamentado nesse ano do Ensino

Fundamental (BRASIL 2018; PARANA 2018; PARANA 2019),
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Quadro 7 - Letras escolhidas para representar as barras Cuisenaire fisico e digital
b
a) )

Branca=b Vermelha =v

Branca=b Vermelha =v

Verde Clara=c  Rosa=r Verde Clara=c Rosa=r

Amarela=a
Amarela=a

Verde Escuro=¢  Preta=p Verde Escuro = ¢ Preta=p

Lilas =1 -:m
-=z Laranja =) -: .

Laranja =1

Professora D: Deixa eu conversar uma coisa
importante com vocés. A primeira coisa que eu quero
saber é: vocés acharam muito dificil trabalhar com
letrinha?

Ymercurios: Ndo.

Docinho: Sim, mais ou menos.

Florzinha: Ndo.

Professora D: E a primeira vez que vocés trabalham
com letrinhas, ndo é?

Florzinha: E.

Professora D: Vocés sabiam que muita gente larga a
escola por causa disso? Vocés sabiam que isso que
vocés acabaram de fazer se chama dalgebra? Vocés
substituiram o nome das barras por letrinhas. Quando
a gente coloca a letrinha na matematica, a gente estd
trabalhando com a ideia de dlgebra, que vocés vio
aprender bastante ld no 7° ano. Outra coisa que eu
quero entender, para vocés me explicarem: o que
vocés fizeram com as barras, s6 brincaram? Que agdo
vocés fizeram nessa tarefa?

Poster: Além da brincadeira, também a medigao.

Willian: A¢é aqui tem letra.

Joao: Pelo menos ndo é x.

Professora F: Isso se chama dlgebra, galera. Quando
a gente usa letra na matemadtica, usamos a ideia de
algebra, vocés estdo estudando bastante, né?!

Joao: Sim.

Fonte: Acervo da autora (2021).

Para nomear as barras do Cuisenaire digital, os alunos (Quadro 7 b)) utilizaram os
mesmos critérios para representar as barras. Os alunos relataram que tiveram o primeiro contato
com letras na matematica a partir dessa tarefa. Ambas as professoras comentaram que estavam
trabalhando com Algebra.

No item b da tarefa 2 (parte 1), cada aluno deveria escolher uma barra fisica e registrar
todas as combinagdes de barras de uma tnica cor equivalente a barra escolhida, estabelecendo

0 maximo de combinagdes possivel.
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Ambas as professoras iniciaram a leitura e fizeram uma breve explicacdo da tarefa 2
(parte 1) item b)), pois era necessario que os alunos utilizassem as letras, que sdo representacdes
das cores do quadro do item a) para as barras Cuisenaire.

Logo que os alunos comegaram a resolver a tarefa, surgindo as dividas, a Professora F

comegou a respondé-las:

Lauss: Vamos fazer igual a aula passada? Em vez de medir o retangulo,
vamos medir as barrinhas?

Professora F: Isso mesmo. Escolham as barras para medir e descobrir as
relacoes matematicas.

Julia: Entdo [coloca barra verde ao lado de trés barras brancas —
instrumentalizacdo] uma barra verde clara, que é Ic, eu vou medir com a
branca, vai dar trés brancas?

Professora F: E como vamos representar isso?

Julia: Ic=3b

Professora F: Muito bem! Entdo vocé fez da verde clara, e da barra branca,
como fica? Uma barra branca?

Julia: [coloca somente uma barra branca na folha] Nao sei, [traz a barra verde
e posiciona a barra branca acima para ver — instrumentagao|, vamos ter 1b é

: 1
equivalente a 3¢

Tarefa 2 (Parte 1) — Professora F.
Realizacao da Tarefa 2, 17/11/2021.

Nesse didlogo, identificamos a instrumentalizacdo quando o aluno manipulou o as
barras fisicas, comparando e avaliando seus tamanhos, seguida da instrumenta¢do, quando ao
mesmo tempo que afirma nao saber, continua manipulando e observando as barras, e estabelece
uma relagdo de equivaléncia entre a barra branca e a verde.

No grupo 5, a Professora D precisou intervir, explicando ao aluno como adicionar mais
barras digitais no fundo do applet, pois o plano de fundo ja estava cheio com algumas
combinagdes de barras (Figura 23 a)). A Professora D explicou ao aluno que ele deveria clicar
em Zoom (-) para poder visualizar toda a regido do applet que deveria ser medida, e adicionar
a(s) barra(s) digital(is) necessaria(s) para completar a medi¢do (Figura 23 b)). Na sequéncia, a
Professora D releu o enunciado, enfatizando que era necessario realizar combinagdes de barras
digitais de uma unica cor, pois observou que os alunos estavam desenvolvendo a tarefa
combinando as barras de varias cores para realizar a medi¢cdo. O grupo 5 realizou outra
organizagdo (Figura 23 c)) com suas barras digitais, e seus integrantes demonstraram ter
compreendido relagdes de equivaléncia, representando algebricamente as relagdes de
equivaléncia da barra maior para a menor e da menor para a barra maior (Figura 23 d)). Nessa

situagdo, a instrumentacgao refere-se ao processo de organizar e reorganizar as barras digitais e,
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a partir disso, a instrumentalizagdo esta associada as relagdes comparativas e de equivaléncia

estabelecidas.

Figura 23 — Resoluc¢io do item b) Cuisenaire digital

c) d)

BARRAY | BARRAE | BARRAL | BARRAM | BARRA T

lv=21B 1E=6B 1L=2A IM=IR 1Z=3C

1B=1v 1E=3V 1L=5V IM=4V |[1Z=9B
lE-:.t‘ 1L 1.-ﬁa 1 M ISB 10z
l]:l—;]; 1A=3L IR=-M 1B=lz
l‘u-'-;[' l‘l.'-:_[. 1'-.'-';_.'\.1 '
1c=1E [1B=4L |1B=iM

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Com o Cuisenaire fisico, os alunos compreenderam que ndo podiam usar cores de barras

diferentes, como no excerto a seguir:

Professora F: Posso medir a barra azul com a barra laranja?
Jodo: Nao [olhando para o enunciado].
Professora F: Por qué?

Joado: Porque tem que completar a barrinha.

Tarefa 2 (Parte 1) — Intervenc¢io Professora F.
Realizacao da Tarefa 2, 17/11/2021.

Identificamos a instrumentalizacdo nesse momento, quando o manuseio das barras
fisicas contribuiu para que o sujeito realizasse as medigdes, considerando que o aluno visualiza

a barra azul e laranja, e compreende que barra azul ndo completa a barra laranja em sua medida.
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Os alunos conseguiram medir a barra amarela realizando combinagdes de varias cores de barras

fisicas (Figura 24).

Figura 24 — Realizac¢iio do item b) por meio das barras fisicas

a) Barra azul

b) Barra laranja

¢) Barra vermelha

d) Barra rosa

e) Barra liléas

f) Barra preta

g) Barra verde clara

h) Barra verde escura

i) Barra amarela

Fonte: Acervo da autora (2021).

Assim, os alunos realizaram combinagdes das barras utilizando uma unica cor (Figura

24). Na Figura 24 g), por exemplo, existe a medida da barra verde clara, em que uma barra
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verde clara ¢ equivalente a trés barras brancas, e logo abaixo das barras se encontra a
representacao algébrica.

Identificamos, nessa situagdo, a instrumentagao quando, a partir da manipulagdo das
barras fisicas, os alunos empregaram letras para representar ¢ determinar relagdes de suas
medidas. Assim, ocorreu o inicio da linguagem matematica comparada a linguagem nao
matematica dos alunos, evidenciando a compreensdo das relagdes de equivaléncia,
representando-as algebricamente, por exemplo. A razao para isso € que, nesse momento que os
alunos podem ter conversas matematicas sobre o que constaram ao olhar as barras e escrever
as expressoes, realizam a sequéncia da fase concreta para a fase escrita (POWELL, 2018b).

Verificou-se, também, a compreensdo de magnitude ao final das resolugdes da Tarefa 2
(parte 1). Tanto o uso do material fisico quanto digital contribuiram para isso, como pode ser

verificado nos excertos a seguir.

Figura 25 — Respostas sobre equivaléncia Cuisenaire fisico x digital

Professora F: O que é equivaléncia, pessoal?

Professora D: E o que vocés entenderam por

Lauss: Quer dizer algo igual, tipo a barra laranja é .
0 g0 1guat, up y equivalente?

equivalente a duas amarelas, sendo equivalente a dez

barras brancas. . ,
Poster: Equivalente ¢ o que pode ser, por exemplo,

. . L com numeros diferentes, mas o valor pode ser, é igual.
Professora F: Hum... interessante, isso significa que e p g

oS numeros sempre precisam ser iguais?

Lauss: Ndo. Como eu vou escrever, pode ser
diferente, mas ai tem que chegar [expressar] o mesmo
valor.

Fonte: Acervo da autora (2021).

Para concluir a Tarefa 2 (parte 1), foi necessario complementar e explicar que a fracao
em si pode ser representada de varias formas simbodlicas. A Professora D e a Professora F
explicaram aos alunos que fragdo pode ser escrita com dois algarismos separados por uma barra,
a qual se refere a um Numero Racional, em que o niimero acima da barra ¢ o numerador e o
abaixo ¢ o denominador.

A seguir discutimos sobre a Tarefa 2 — Parte 2.
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Tarefa 2 — Parte 2

Figura 26 — Medindo com Barras Cuisenaire (Parte 2)

e) Na primeira parte da tarefa, vocé€s encontraram combinagdes de barras de cores iguais que
fossem do mesmo tamanho das barras escolhidas pelo grupo. Agora, as combinagdes de
barras também podem ser de cores diferentes, mas observe que uma combinagdo de barra
vermelha + verde clara ¢ diferente de uma combinagéo verde clara + vermelha.

O grupo deve escolher uma barra e descobrir quantas combinagdes de barras é possivel
formar, que sejam do mesmo tamanho da barra escolhida. Depois, escrevam o maximo de
representacdes matematicas de equivaléncias possiveis.

d) Observem as combinagdes de barras formadas que sdo do mesmo tamanho que a barra
escolhida pelo grupo. Representem, por meio de fragdes e utilizando os simbolos < e >, as
comparagdes entre as barras de cada combinagao.

Fonte: Dados da pesquisa (2021).

A Tarefa 2 — Parte 2 teve como objetivo comparar fragdes e compreender a adi¢do de
fragdes com denominadores iguais. Inicialmente, os alunos precisavam escrever combinagdes
de barras de mesmo tamanho, mas poderiam utilizar barras de cores diferentes e,
posteriormente, comparar as fragdes encontradas utilizando os simbolos de < e >. A segunda
parte da Tarefa 2 relacionou as fragcdes equivalentes como contribui¢ao para o desenvolvimento
do senso fracionario com suas trés categorias que interagem entre si: flexibilidade,
razoabilidade e magnitude (POWELL; ALI, 2018).

A principio, a Professora F entregou a tarefa e pediu que os alunos realizassem a
primeira leitura silenciosa. Como surgiram algumas duvidas, a professora realizou a leitura em
voz alta para o grupo de seis alunos. Para responder o item c), a Professora F utilizou a mesma
estratégia que a Professora D, que deixou os alunos chegarem a um consenso entre si sobre com

qual barra eles queriam desenvolver as medigdes.

Professora F: Ok, vocés escolheram a barra amarela. Mas como podemos
realizar a sua medida?
Emily: Ja sei, com as barras brancas, vermelhas, amarelas, verdes...
[instrumentagao]
Professora F: E como sabe quais sdo essas barras?
Emily: Porque eu lembro, so deixa eu conferir mesmo [selecionando as barras
coloridas que falou anteriormente para colocar junto da barra amarela —
instrumentalizagao].

Tarefa 2 (Parte 2) — Intervencao Professora F.

Realizacao da Tarefa 2, 17/11/2021.

Para resolver o item c), identificamos a instrumentagdo, quando os alunos da Professora
D desenvolveram estratégias a partir das caracteristicas das barras digitais para medir a barra

amarela. Entretanto, Poster sugeriu a constru¢do da relagdo comparativa entre as barras para
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verificar a medida da barra amarela, quando identificamos a instrumentalizagdo, pois o colega
compreendeu as limitacdes e as possibilidades das barras digitais, conforme pode ser lido no

excerto abaixo:

Poster: Pega uma barra vermelha mais uma branca e mais outra verde, mas
acho que vai dar errado.

Luffy: E, ndo dd certo.

Poster: A menos que faca assim... a barra verde clara vale 3, certo? Pega e
coloca 2 barras brancas nas laterais e coloca no meio da verde clara.

[Luffy faz essa combinagao citada por Poster]

[...]
Poster: Ja sei, 2 blocos brancos mais uma [barra] vermelha e uma [barra]
branca [instrumentacdo].
Luffy: [Posicionando as barras e verificando que estd correto].
[instrumentalizagdo].
Tarefa 2 (Parte 2) — Intervencao Professora D.
Realizacio da Tarefa 2, 30/09/2020

Nessa situacdo, identificamos a instrumentacdo, pois o aluno sugeriu a ideia de uma
constru¢do com base nas barras, realizada mentalmente por ele. Posteriormente, verificamos a
instrumentaliza¢do, quando os alunos manipularam as barras para concretizar a ideia, e
verificaram se funciona ou nao.

Logo, o Cuisenaire fisico e digital oportunizaram aos alunos construirem situagdes
matematicas sem as barras (POWELL, 2018b). Continuando a medir a barra amarela, com o
material fisico, houve constru¢des distintas, que (Figura 27 a)) se assemelham a constru¢ao
digital, enquanto em outra construgao (Figura 27 b)), o aluno mediu a barra amarela utilizando
as particularidades do material fisico: a sobreposi¢cdo das barras amarelas com outras cores
evidenciou a mudanca da altura. Todos os alunos que utilizaram o material fisico conseguiram

concluir as combinagdes da barra amarela.

Figura 27 — Medindo a barra amarela

Fonte: Acervo da autora (2021).
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Com o material digital, o grupo G1 realizou combinagdes com a barra laranja; G3,

combinagdes com a barra azul; e G4 e G5, combinagdes da barra amarela (Figura 28).

Figura 28 — Combinacdes realizadas pelos grupos: G1, G3 e G5

=
—r

Somente o grupo G5 concluiu as combinagdes possiveis, pois outros grupos escolheram

i
1

Fonte: Acervo da autora (2021).

barras para as quais ndo houve tempo suficiente para escreverem todas as combinacgdes
possiveis (Figura 28). Apds conseguirem realizar as combinagdes, foi necessario que as
professoras mediassem a tarefa, relendo novamente o enunciado, e assim, partir de uma ideia

com os alunos, conforme a Figura 29, na pagina seguinte.
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Figura 29 — Mediacéo item c)

Professora F: Agora, vamos ter que fazer as
relagées de equivaléncia. Qual é a combinagdo da
barra amarela em relacdao a barra lilas e a branca?
Lembram das tarefas anteriores, que vocés estavam
fazendo a comparagdo das barrinhas, como uma
barra vermelha é igual a duas barras brancas?

Jodo: Lembro, sim!

Julia: Eu também.

Professora F: E da barra amarela? O que
vocés tém ai?

[Alunos olham para as barras]

Lauss: Uma barra amarela é igual a uma
lilas e uma branca [Instrumentagéo].

Professora F: Isso, o que significa esse “e”?

Lauss: Tipo, juntando.

Professora F: Na Matematica, temos algum
sinal que da para juntar?

Julia: Mais!

Professora F: Isso mesmo, entdo como fica a
barra amarela?

Laus: Uma barra amarela é igual a barra
lilas mais uma barra branca [Instrumentagao].

Professora F: Certo, da barra amarela para
a lilas, é o que?

Lauss: [olha para as barras na mao de

4
Professora F — Instrumentag@o] E ?
Professora F: Muito bom! E a barra branca?
1. N
Lauss: p [instrumentacgdo].

Professora F: Bom, agora é so colocar essa
combina¢do. Como fica, entdo?

4 1
Lauss: / a= : !+ E b [escreve no caderno].

Professora F: Pode responder sem precisar
usar as letrinhas como | e b, para falar da barra
amarela.

4 1
Lauss: a = p + p [escreve no caderno]

Professora F: Que da quanto essa soma?

5
Lauss: E

Professora D: E como que a gente pode
escrever matematicamente que uma coisa [¢] laranja,
por exemplo, sem usar laranja. 1= ao que de fra¢do?

9 1
Docinho: —da l e —da b.
10 10

Professora D: E a gente pode trocar esse
“e” por qual simbolo matemdtico? O que vocés estdo
fazendo com a barra azul e a branca para ficar no
tamanho da laranja?

Lindinha: 4 gente estd juntando.

Professora D: E que simbolo a gente usa na
matemadtica quando vai juntar alguma coisa?

Docinho: Igual? Mais?

Professora D: Igual ou mais, gente?

Lindinha: Mais.

Professora D: Concordam?

Docinho: Concordo.

Professora D: Entdo, como vocés podem
escrever usando esse simbolo matematico?

9 1
Docinho: Que a laranja é = " da azul + "

do b [Instrumentagdo].

Professora D: De novo, o que a gente pode
falar? Para ficar claro para todo mundo.

1

Lindinha: /L =—.
910
Docinho: Ndo, o

Lindinha: 19—0 .. da lz+ Ib.

Professora D: E 5o usando fragdo, sem usar

barra laranja ou escrever I, z e tal?
. 9 1 10

Docinho: 1l=—+— =—.
10 10 10

Fonte: Acervo da autora (2021).

Nesses excertos identificamos, nas duas situacdes, tanto em relagdo ao material fisico
quanto digital, a instrumentagao, pois os sujeitos realizaram esquemas com as barras de forma
que o artefato influenciou o pensamento dos alunos para realizarem as relagdes aditivas.

Dessa forma, ambos os materiais contribuiram para que desenvolvessem as proximas
relagdes aditivas e comparativas de fragdes. Nota-se que, com a comparagao de fragdes, o aluno
consegue verificar se o resultado faz sentido, evidenciando a razoabilidade, que Powell e Ali
(2018) referem como algumas das caracteristicas essenciais para compreender fragdes. O G5
concluiu as combinagdes e escreveu as relagdes aditivas e comparativas de fragdes. Logo, temos

as duas relagdes construidas no Cuisenaire, € a Figura 30 a) refere-se aquela com o Cuisenaire
68



digital; e a Figura 30 b), com o Cuisenaire fisico. Ambas as construgdes realizadas fizeram

comparagdes com a barra amarela, como se pode ver na figura abaixo.

Figura 30 — Rela¢des construidas pelos alunos com o Cuisenaire digital x fisico
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Fonte: Acervo da autora (2021).

Identificamos a instrumentacdo nesse momento, pois com base no material digital, o
aluno retomou a soma das quantidades utilizadas para chegar na fragao do ntimero inteiro. Em
ambos os materiais, também foi possivel identificar a instrumentagdo, pois o aluno descreveu
em detalhes, expondo que trabalhou com 1 barra amarela, e que para medir essa barra, colocou
a frente a soma das quantidades de barras e as siglas das cores que utilizou. Posteriormente,
demonstrou as medidas sem as letras, especificando as fragcdes que utilizou para chegar ao
numero inteiro. Em ambas as situacdes, utilizando o material, foi notavel que, a partir das
barras, o sujeito constroi comparagdes e define relagdes comparativas e de equivaléncia.

Para realizar o item d) da Tarefa 2 — Parte 2, em decorréncia do tempo, ndo foi possivel
finalizar a tarefa, pois seu término seria além do prazo estipulado pela escola, impossibilitando
a finalizacao da proposta. A escola averiguou que o tempo estimado deveria ser reduzido, pois
a equipe pedagogica, juntamente com os professores e alunos, participaria de um curso, que
acarretou o ndo cumprimento de carga horaria dos alunos. Como as analises se baseiam na
comparagao entre o Cuisenaire fisico e o Cuisenaire digital, ndo foi possivel concluir do item

d.
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CONSIDERACOES FINAIS

A referida pesquisa iniciou em mar¢o de 2020, e durante esse tempo, ocorreu
mundialmente a pandemia da Covid-19. Com esse cenario pandémico, houve mudangas devido
a obrigatoriedade do isolamento social, sendo adotado o Ensino Remoto Emergencial, que
estabeleceu adaptacdes no contexto historico da educagdo. Como o desenvolvimento da
pesquisa envolvia alunos que estavam matriculados em uma escola publica estadual no interior
do Paran4, tornou-se necessaria uma alteracao no objetivo de estudo desta pesquisa, assim como
a problematica.

Inicialmente, o objetivo da pesquisa era analisar as implica¢des de tarefas utilizando
recursos digitais, relacionadas a fragdes ndo-simbolicas para a compreensdo de fragdes
simbdlicas na perspectiva de medi¢do. Seriam selecionados para o estudo alunos do 6° e 7° ano
matriculados no Programa Mais Aprendizagem, portanto, que apresentam dificuldade de
aprendizagem. Contudo, ndo houve possibilidade em razao do Ensino Remoto Emergencial.

Assim, tornou-se necessario adaptar o objetivo do estudo, adequando-o ao momento
historico. Portanto, passamos a investigar diferencas entre o uso do Cuisenaire digital e fisico
para o ensino de fragdes na perspectiva da medi¢do. Com base nas pesquisas de Powell (2018b),
que trabalha com as barras de Cuisenaire Fisicas; e de Oliveira (2021), que desenvolveu sua
pesquisa com o Cuisenaire digital, delineou-se o seguinte objetivo geral de pesquisa: Investigar
diferengas entre o uso do Cuisenaire digital e fisico para o ensino de fragdes na perspectiva da
medic¢ao. Logo, para responder a questao-problema, delinearam-se os objetivos especificos:

e Compreender as diferencas e as similaridades entre Cuisenaire digital e fisico;

e Compreender as diferencgas entre as barras Cuisenaire e os demais materiais para o

ensino de fracdes; e

e Analisar contribuicdes das barras Cuisenaire fisicas e digitais para o ensino e

aprendizagem de fracdes.

O Cuisenaire fisico contribuiu positivamente para a assimilagdo de conceitos teoricos
de fracdes pelos alunos, que se utilizaram de estratégias proprias do manuseio do material fisico,
realizando combinacdes entre as barras fisicas. J& no Cuisenaire digital, os alunos nao
demonstram dificuldades em manusear o applet, e sua utilizagdo contribuiu para o engajamento
dos alunos, mas faziam sobreposicao de pecas por nao saberem ou lembrarem.

Em relacdo as Barras Cuisenaire fisico e digital, qualquer uma de suas barras podem

ser usadas como referencial de unidade de medida, por ndo possuirem um valor fixo de unidade,
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estabelecendo relacdo entre as referidas barras em ambas as modalidades com fragdes na
perspectiva de medicao, realizando comparagdo multiplicativa.

Logo, percebe-se a importancia da magnitude para o entendimento de fragdes, bem
como a flexibilidade e a razoabilidade, que se destacam pela sua importancia (POWELL; ALI,
2018). Os alunos ja possuiam contato com fra¢des, mas ndo conseguiam relacionar o tamanho
do nuimero fracionario. Dessa forma, ao manusear o material, realizaram comparagdes
multiplicativas, estabeleceram relagdes de equivaléncias entre as barras para legitimar as ideias
ao escrever medidas utilizando fragdes na forma algébrica.

Com fundamento neste estudo, afirmamos que tanto o Cuisenaire fisico quanto o digital
apresentam algumas caracteristicas similares, pois os alunos utilizaram os mesmos critérios
para representar as barras; qualquer uma de suas barras podem ser usadas como unidade de
medida; e as tarefas apresentadas em ambos foram realizadas com éxito.

Em relacdo as diferengas observamos, nos dois materiais, a comparagdo multiplicativa.
Nessa situagdo, o sujeito, ao manipular as barras fisicas, distingue facilmente a sobreposicao
delas, enquanto no material digital ¢ necessario prestar atencdo a mudanga de cores para
identificar situagao semelhante. Na sobreposi¢ao de barras fisicas, a altura ¢ alterada; enquanto
na sobreposic¢do das barras digitais, a alteragdo ocorre na cor.

Para compreender as diferencas entre as barras Cuisenaire € os demais materiais, 0
Cuisenaire difere de outros materiais que podem ser usados no ensino de fragdes principalmente
porque os demais favorecem a perspectiva parte-todo.

Sobre a perspectiva parte-todo, citamos o material Régua de Fracdes, que ¢ integrado
por representacdes de fragdes, e suas réguas possuem marcacoes divisorias. Dessa forma, esse
material manipulédvel se diferencia do Cuisenaire porque, além de trabalhar em outra
perspectiva, ndo apresenta divisdrias em suas barras. Outro material didatico bastante
conhecido ¢ o Material Dourado, que adota a mesma perspectiva, e Kieren (1980, p. 134, grifo
do autor) afirma que ¢ “[...] algum todo ¢ dividido em partes ‘iguais’. Ideias fracionarias sao
usadas para quantificar a relacdo entre o todo e um numero designado de partes”. Logo, o
Material Dourado pode representar fracdes decimais, pois seus denominadores podem ser 10,
100 e 1000.

Simultaneamente, analisou-se que as barras Cuisenaire fisicas e digitais favorecem o
ensino ¢ a aprendizagem de fracdes. Identificamos que, ao partir da manipulacdao das barras
fisicas, os alunos empregam letras para representar e determinar relagdes de suas medidas;
ocorre o inicio da linguagem matematica comparada a linguagem ndo matematica dos alunos,

evidenciando a compreensao das relagdes de equivaléncia, representando-as algebricamente. E
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nesse momento que os alunos podem ter conversas matematicas sobre o que constataram, ao
olhar as barras e escrever as expressoes, realizando a sequéncia da fase concreta para a fase
escrita (POWELL, 2018b).

Em ambos os materiais, verificou-se a contribuicao para a compreensdo de magnitude,
evidenciando que niimeros correspondem a um tamanho e podem ser medidos, € com isso, as
fracdes podem ser estimadas, ordenadas. Assim, magnitude ¢ de suma importancia para a
compreensdo numérica, pois ¢ o entendimento de quanto o niumero significa em seu valor, e
nao no seu simbolo, oportunizando aos alunos construirem situa¢des matematicas sem as barras
(POWELL, 2018b).

Dessa forma, os materiais auxiliaram para que os alunos desenvolvessem as proximas
relagdes aditivas e comparativas de fragdes. Nota-se que, com a comparagao de fragdes, o aluno
consegue verificar se o resultado faz sentido, evidenciando a razoabilidade, que Powell e Ali
(2018) referem como algumas das caracteristicas essenciais para compreender fragoes.

Os estudos de Powell (2018a; 2019a) apontam o ensino de fragdes utilizando a
interpretagdo de fragdes como medida, abordando como ocorre uma relagdo de comparagao
multiplicativa entre quantidades utilizando as barras Cuisenaire.

Em conformidade com a(s) questdo(des)-problema, delimitou-se o objeto de nosso
estudo: as Barras Cuisenaire. Assim, foi necessario o estudo do Ensino Exploratorio de
Matematica (EEM), porque se compreende que as a¢des do professor no ensino tradicional sdo
diferentes do professor no EEM, ja que, nessa metodologia exploratoria, o posicionamento do
professor ¢ importante no desenvolvimento da aula: ele conduzira as ideias para a resolucao da
tarefa a fim de favorecer as dimensdes estruturantes do EEM, como o inquiry, reflexao,
comunicacao e colaboragao.

Entretanto, apesar dos empecilhos encontrados, o estudo de Doneda de Oliveira (2021c)
norteou a presente pesquisa por meio de tarefas de natureza exploratoria, com o uso do material
Cuisenaire digital para ensinar fragdes na perspectiva de medigdo. A propria pesquisadora
desenvolveu as mesmas tarefas adaptadas para o material Cuisenaire fisico, posteriormente,
quando as aulas ja haviam retornado para o modo presencial, mas seguindo algumas regras de
distanciamento, possibilitando que a pesquisa fosse concretizada e atingindo todos os objetivos.

As tarefas assentes em praticas exploratdrias sdo pensadas minuciosamente, tanto com
relagdo ao professor, que precisa pensar, planejar suas agdes e possiveis resolugdes dos alunos,
sendo elaborado um quadro de antecipacdo para sanar as possiveis duvidas, quanto ao papel
dos alunos, pois eles sdo protagonistas do seu aprendizado. Oliveira e Basniak (2021, p. 24)

afirmam que o EEM “requer do professor um planejamento minucioso, prevendo situagdes que
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os alunos possam enfrentar e meios para auxilid-los, e que, mesmo com os quadros de
antecipagdo/orientagdo, podem surgir situagdes ndo previstas, para as quais ndo se tenha
respostas prontas”.

Logo, as tarefas utilizadas com o Cuisenaire digital foram planejadas e desenvolvidas
por Oliveira (2020) no segundo semestre de 2020, seguindo as sugestdoes de Cyrino e Teixeira
(2016): 1°) Introducao da Tarefa — a professora direcionava os alunos quanto a realizagdo da
tarefa, o modo de registro, sanando as duvidas quanto ao entendimento da tarefa proposta; 2°)
Realizacao da tarefa — referente ao momento em que os alunos resolvem em pequenos grupos
as tarefas, com troca de ideias, estratégias e conhecimento matematico; 3°) Discussdo Coletiva
da Tarefa — nesse momento, sdo selecionados alguns grupos para mostrar aos demais colegas a
forma como resolveram a tarefa, sendo a resposta correta ou ndo, de modo que os alunos possam
refletir e trocar opinides para promover a reflexao sobre as conclusdes que encontraram; e 4°)
Sistematizacdo das Aprendizagens Matematicas — situagdo em que a professora sistematiza e
legitima as aprendizagens matematicas envolvidas, direcionando os alunos para realizarem os
registros necessarios. Portanto, depreendeu-se que a metodologia do EEM interferiu
positivamente para os resultados alcangados, pois exigia constantemente a intera¢do do
professor com o aluno.

Considerando os objetivos desta pesquisa, debrucamo-nos sobre o estudo de fragdes e
numeros racionais. Nesse sentido, Kieren (1980) apresenta que a ndo compreensao dos nimeros
racionais acarreta problemas futuros em estudos na Matematica, como na Algebra. Ademais,
Kieren (1980) pontua que, para os alunos ndo desenvolverem problemas algébricos, € preciso
entender a no¢ao de equivaléncia de fragdes, conceito de inverso, generalizacao e abstragao de
ideias diferentes dos calculos de nimeros naturais e inteiros. Nesse sentido, pesquisadores como
Kieren (1976; 1980) e Berh ef al. (1983) afirmam que, para compreender fragdes, € necessario
conhecer suas diferentes interpretacdes, sendo todas importantes para o conhecimento dos
alunos. Powell (2019b) aponta que a ideia de fragdes se baseia em duas perspectivas de ensino
diferentes: parti¢ao e medigao.

No entanto, Powell (2019b) e Scheffer e Powell (2019) evidenciam que pessoas que
passaram pelo aprendizado escolar respondem que fragdo ¢ parte de um todo, mostrando que a
perspectiva de particdo estd se sobressaindo, principalmente em livros didaticos adotados nas
escolas. A perspectiva parte-todo foca em dividir tudo em partes iguais, no principio da
contagem e/ou soma, ocasionando obstaculos epistemologicos. Assim, as regras e
procedimentos sobressaem-se & compreensdo dos significados, além da ndo ruptura com as

propriedades dos niimeros naturais € a constru¢do do novo campo numérico dos niumeros
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racionais. Portanto, utilizando tarefas baseadas na perspectiva de medigdo, seguindo os estudos
de Powell (2018a; 2019a), de que a introdugdo ao ensino de fragdes seja realizada com a
interpretagdo de medida, ¢ preciso determinar uma unidade de medida para realizar
comparagoes multiplicativas, e a equivaléncia de fra¢des ¢ alicer¢ada na magnitude numérica.

A pesquisa também ¢ amparada por Rabardel (1995), apoiando-se na teoria da
Ergonomia Cognitiva, que esta relacionada a processos mentais, como a percepcao e raciocinio,
que possibilita estudo e analise das acdes e interagdes entre os sujeitos € elementos de um
sistema (RABARDEL, 2002). A transformacao do artefato em instrumento ¢ denominada
Génese Instrumental, na qual o artefato pode ser um meio material ou um meio simbdlico. O
instrumento consiste no artefato acrescido de um esquema de utilizagao construido pelo sujeito,
quando o incorpora em suas atividades (ARTIGUE, 2011).

Rabardel (2002) diferencia a instrumentagdo e instrumentalizacio na Génese
Instrumental esclarecendo que a primeira esta direcionada ao sujeito; ¢ a segunda, ao artefato.
Na instrumentaliza¢do, o sujeito transforma o artefato, de modo que o empregue em uma
sequéncia de tarefas. Em relagdo a instrumentacao, Rabardel (2002) destaca a relagdo do objeto
com o sujeito, pois sdo os esquemas realizados no/com o artefato durante a realizag¢do da tarefa
que geram instrumentos, oportunizando a reflexao do sujeito sobre o que deve ser feito.

Em relagdao a Génese Instrumental, as barras fisicas e digitais ndo sdo somente um
artefato em que sdo visualizados atributos de cores e tamanhos, mas se transformam em um
instrumento usado para medir, contribuindo para a aprendizagem de fracdes na perspectiva de
medicdo. Isso porque permite ao aluno utilizar estratégias em que as barras assumem posi¢ao
de instrumento para realizar as medidas, conforme os objetivos das tarefas.

Para analisar os dados com olhar da perspectiva da Génese Instrumental, consideramos
dois artefatos: Cuisenaire digital e Cuisenaire fisico. Observamos como eles, por meio de
esquemas de utilizagdo, se tornam instrumentos utilizados na aprendizagem do aluno em
relagdo ao conteudo de fracdo. Logo, debrucamo-nos sobre como o aluno se apropria do
artefato, transformando-o em instrumento no estudo de fracdes como medida.

Entendemos a instrumentaliza¢do quando o aluno realiza a a¢do de dispor as barras
digitais no applet, estando atento para a sobreposi¢do das barras digitais; e a instrumentagao
associada a analise da disposicao das barras digitais para medir o que foi pedido na tarefa.

Identificamos a instrumentalizagdo ao disporem as barras sobre a folha de papel e ao
enfrentarem a dificuldade de alinha-las; compreendemos a instrumentacdo ao desenvolverem
estratégias adequadas as caracteristicas das barras fisicas para conseguir medir o que era

solicitado, utilizando artefatos auxiliares adequados. Nesse sentido, aproveitamos a situacao
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para esclarecer como um artefato desenvolvido para ser utilizado para determinado fim pode se
tornar um instrumento para atender outra necessidade.

Foi possivel notar, também, que os alunos, ao manusearem, compararem, diferenciarem
e elaborarem estratégias, buscando solugdes nas realizagdes das tarefas exploratorias,
identificaram diferencas entre as barras e perceberam suas relagdes. Desse modo,
desenvolveram conceitos matematicos a respeito do conteudo de fragdes. Fundamentados nisso,
compreenderam a diferenga de magnitude numérica dos numeros naturais para os fraciondrios,
além de estabelecerem as relagdes multiplicativas e nomearem as barras Cuisenaire.

Ademais, compreenderam as fragdes equivalentes e sua magnitude, a sua representacao
simbolica. Também retomamos a Algebra sob uma roupagem ludica, sendo abordada sem gerar
carga cognitiva, ou seja, utilizaram letras para representar as barras Cuisenaire e escrever
expressoes algébricas.

Por fim, nas observagdes, percebeu-se que, ao longo da pesquisa, a realizagao de tarefas
exploratorias no Cuisenaire fisico apresenta perspectivas de aprendizagens diferentes pelo
aluno, mas a utilizagdo do Cuisenaire digital também traz beneficios. E importante lembrar que
o docente precisa ter conhecimento sobre como utilizar esses materiais, e atualmente, também
recursos associados as Tecnologias Digitais (TD). A tecnologia estd em constante evolucao,
presente no cotidiano da sociedade, sendo seu uso indispenséavel para o trabalho humano.

No ensino, o uso de recursos tecnoldgicos adequados pode facilitar a pratica do
professor em diversos aspectos, como chamar aten¢ao dos alunos e deixar a aprendizagem mais
interativa, além de ajudar na visualizacdo dos conteudos. Partindo disso, Guimaraes (2015)
salienta que ¢ possivel ampliar seu uso, € uma das suas possibilidades de utilizagdo ¢ no
processo de ensino e de aprendizagem da matematica.

Resta, ainda, acrescentarmos, para objeto de futuros estudos, as seguintes indagacdes:
Quais consideracdes podem ser feitas se desenvolvidas as tarefas exploratorias em ambos os
materiais com um mesmo publico? Quais lacunas na aprendizagem podem ser preenchidas com
a complementa¢do do Cuisenaire fisico e digital?

Desses questionamentos, a pesquisadora, como professora da Educa¢do Basica, relata
que estudar fragdes em outras perspectivas, especificamente a da medi¢do, contribuiu com
reflexdes acerca das praticas pedagogicas e exerce grande influéncia na aprendizagem dos

alunos.
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APENDICE I - TAREFAS

TAREFA 1 — Qual o comprimento?

Acessem o link https://nrich.maths.org/cuisenaire/responsive.html

1) Ao clicar nos circulos coloridos nas ferramentas a direita, aparecem barras de
tamanhos e cores diferentes. Para selecionar a barra que irdo utilizar cliquem na cor

desejada.

a) Utilizando barras da mesma cor, determinem qual o comprimento horizontal da

regido do applet. Facam isso para todas as cores.

b) Vocés ja perceberam que algumas cores de barras ndo completam o comprimento
horizontal total da regido do applet. Como vocés podem explicar aos colegas o comprimento
horizontal total da regido do applet usando essa barra (que ndo completa o comprimento) na

explicacao?

TAREFA 2 - Medindo com Barras Cuisenaire (Parte 1)

1) Acessem o link https://nrich.maths.org/cuisenaire/responsive.html

a) Para facilitar as representagdes nomeiem as barras usando uma letra apenas, por
exemplo, o branco, por b, o vermelho por v, e assim por diante. Mas prestem atencdo, nao

podem repetir letras para ndo confundir as barras.

Anotem no quadro a representagdo que usaram para cada barra.

Branca=_ (N0 - VerdeClara= = Rosa=_  Amarela=
VerdeBscuro HE @ Marom Amul - Laramja-

b) Agora, cada integrante do grupo deve escolher uma barra e deixa-la alinhada na tela.

Formem todas as combinagdes de barras de uma tnica cor que sejam do mesmo tamanho da
barra escolhida por cada um dos integrantes. Para cada barra escolhida formem o méaximo de
combinagdes possiveis nessa condi¢do. Utilizem as representagdes do quadro do item a para

escrever todas as representacdes matematicas de equivaléncias possiveis.
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TAREFA 2 — Medindo com Barras Cuisenaire (Parte 2)

c¢) Na primeira parte da tarefa vocés encontraram combinagdes de barras de cores iguais
que fossem do mesmo tamanho das barras escolhidas pelo grupo. Agora, as combinagdes de
barras também podem ser de cores diferentes. Mas observe que uma combina¢do de barra
vermelha + verde clara ¢ diferente de uma combinacao verde clara + vermelha.

O grupo deve escolher uma barra e descobrir quantas combinagdes de barras ¢ possivel
formar que sejam do mesmo tamanho da barra escolhida. Depois, escrevam o maximo de

representacdes matematicas de equivaléncias possiveis.
d) Observem as combinagdes de barras formadas que sdo do mesmo tamanho que a

barra escolhida pelo grupo. Representem por meio de fragdes e utilizando os simbolos < e > as

comparagoes entre as barras de cada combinagao.
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